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Déterminant de Vandermonde,
polyndme caractéristique d’une matrice compagnon

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

% Matrice et déterminant de Vandermonde
Définition .1 Soit n > 2 et (x;) 1,5 des scalaires.
La matrice de Vandemonde est la matrice de taille n x 7 :

1 1 1 1
X1 X2 X3 X,
2 2 2 2
V(xi,...,xo) = 1 %2 %3 X
n—1 n—1 n—1 n—1
X x5 X3 X

Le déterminant de Vandemonde est le déterminant de cette matrice :
v(xg,...,x,) =det(V)
Si on considére 1’application qui a un polynéme de K, [X] associé ses évaluations aux points (x;)ic[1 ] :

f Kea[X] = K
(p.{ P o (P(xl),_..,P(xn)>

alors on constate que la matrice de ¢ dans la base canonique de K,,_;[X] est en fait la transposée de V (x1,...,x,).
En effet, la base canonique de K, [X] est :

(L,X,X%,....x")

Etona:

p(x" ") =(x7—4,-.-,x',:—1)

Si les n scalaires (x;) sont tous distincts, alors ¢ est injective, puisqu’un polyndme P de son noyau vérifie a la fois
deg(P) < n—1 et P a n racines distinctes, donc P est nul. Ainsi, dans ce cas, ¢ est bijective puisque les dimensions des
espaces de départ et d’arrivée sont identiques.

On calcule le déterminant de Vandermonde par récurrence.
On note donc :

P(n):"v(x1,...,X) = H (xj —x;), pour tout choix de (xy,...,x,)”
1<i<j<n

Pour I'initialisation, pour n = 2, on a la matrice :

1 1
Vix,xn) = (Xl xz)

On a bien :

v(X1,x2) =x2 —x;



D’ou I'initialisation.

Pour 1’hérédité, on part de la matrice V (x1,...,x,,Xx,+1) de taillen+1xn+1:
1 1 1 1 1
X1 X2 X3 ... Xp Xptd
2 2 2 2 2
X7 x5 X3 X X
V(X1,yeo oy Xy Xns1) = .
-1 -1 -1 n—1 -1
n n
X1 x5 X3 Xy Xpi

On utilise alors les opérations suivantes dans cet ordre :

Ln—l—l — Ln—l—l _xn—i-an

puis L, L, _xn+1L11—l
puis L+ L;,— anL,;l
puis Ly, L, —xn+1L1

Laligne 1 est inchangée.

I Attention, cela dépends de 1’ordre ici, il faut bien I’indiquer.

On obtient :
V(X1, cee 7xnaxn+1)
1 1 1 1 1
X1 — Xn+1 X2 — Xn+1 X3 — Xp+1 e Xn — Xn+1
(X1 —=Xpp1) X1 (2 —Xpp1) X2 (3 —Xpp1)X3 ... (X —Xpr1)Xs O

(1 — X)X 2 (2 — X)Xy 2 (03— Xpp1) X5 2 20
(1 =X )X (2= Xp) X5 (03— 1) XS] (Xn = Xpg1)x1 0
On développe alors selon la derniere colonne :
V(XL Xy Xt 1)
X1 — Xn+1 X2 — Xp+1 X3 — Xp+1 e Xn — Xn+1
(1 =Xpr1)x1 (2=Xpq1)X2 (B3 —Xpp1)X3 . (= Xep1) X
=1(=1)"" : :

(1 =X )X 2 (o —Xar) Xy 2 (= X)Xy 2 o (X — X)X
(1 =X )X (=X X (3 —xae) X (=) X!

On factorise chacune des colonnes : la colonne C; est factorisée par (x; —x,1), cela donne :

1 1 1
X1 X2 X3
n x2 x2 X2
V(X],...,Xn,xn+]):(_1) (X] _-xn+])('x2_'xn+1)"' ('xn_-xn-‘rl) 1 2 3
Xttt gt
On applique alors I’hypothese de récurrence qui donne :
V(XL ey Xy X 1) = (1 — X1) (e —22) « oo (X1 — X)) (X1, oo, X0)

= (X1 —X1) (X1 —X2) -+« (X1 — %) H (x; —X;)
1<i<j<n

= JI Gy-—x)
I<i<j<n+1
D’ou I’hérédité.
On en déduit donc la conclusion :




Proposition .1 Soitn > 2 et (x;) ic[1,,] des scalaires. Alors le déterminant de la matrice de Vandermonde est :

V(XL ooy Xpn) = H (G0
1<i<j<n

Autrement dit :

V(X1yeeyXn) = (X —Xn—1) (% — Xn—2) (X — Xn—3) . (n —x1
(xn—l _xn—Z) (xn—l _xn—3) cee (xn—l — X1

)
)
5 2 =% ) oo (X2 —x1)
)
)

En particulier, le déterminant est non nul (ie la matrice est inversible) si et seulement si les n scalaires (x,-)ie[l,n]] sont
distincts deux a deux,

Ainsi, dans le cas ou les n scalaires (x;) ic[1,n] sont distincts deux a deux, on retrouve le fait que I’application @ est
bijective.
Ainsi pour tout (yq,...,y,), il existe un unique polyndme P de degré inférieur ou égal a n — 1, tel que
Vie [[1,1’1]], P(x,-) =Yi.

C’est le polynéme d’interpolation de Lagrange : le seuls polyndme de degré inférieur ou égal a (n — 1) donc la courbe
représentative passe par les n points (x1,y1),. .., (Xu,Vn)-

D’apres I’étude des polyndmes de Lagrange, on sait que ce polyndome a pour expression :
n n X — X

P= ZyiL,‘ ol L,’ = M

i=1 j=1, j#i (2 —xi)

En fait, on peut voir que L; est I’antécédent par ¢ du i-iéme vecteur de la base canonique de K”. En effet :
1 sii=j

0 sinon.

vje[l,n],; Li(x)) :{

% Polynéme caractéristique d’'une matrice compagnon

Définition .2 Soit ay, ...,a,_1, n scalaires.
On définit la matrice compagnon associée au polynéme P = ag+ a1 X + - - + a,_1 X"~ + X" comme

0 O O —da

1 O 0 —daj
C(ao,...,an_]): 0 1 O —aj

0 O

0 . 1 —ay

Ainsi, a un polyndme unitaire de degré n corresponds une matrice compagnon de taille n x n.
On a alors le résultat suivant :

Proposition .2 Soit ag, ... ,a,_1, n scalaires, P = ag+a; X +---+a, 1 X" '+ X" et C(ap, . .. ,a,_1) la matrice compagnon
de ce polyndme.

On a alors : yc = P.

Autrement dit, le polyndme caractéristique de la matrice compagnon du polyndme P est le polyndme P.

En conséquence, tout polynome unitaire de degré n est le polyndome caractéristique d’une matrice de taille n x n.

Démonstration. On construit yc. Soit A € K,

A 0 0 ... ao

—1 )L 0 aq
xc(A) = o -1 A .. a

0o 0 . :

0o ... -1 A+a,




On réalise alors 1’opération suivante :
L= L+ AL+ A+ + A",

Ce qui donne :

0 0 0 ... a+ira+--+A"1a, 1 +A"
—1 l 0 e ay
xc(A) = 0o -1 A ... ar
0o 0 . ;
0o ... -1 A+an 1
On développe selon la premiere ligne, ce qui donne :
-1 A2 0 ... O
0o -1 A 0
xc(A)=P(A)(=1)""" o ¢
0 0o -1 A
0 0 -1

=P (=1 = P()

Ainsi y¢c = P.
Ainsi, si P est un polyndme unitaire, on construit la matrice compagnon associée C et on a : P est le polyndme
caractéristique de C. |

Proposition .3 Soitay, . ..,a, 1, n scalaires, P =ag+a; X +---+a, 1 X"~ + X" et C(ay, . ..,a,_1) la matrice compagnon
de ce polyndme.
La matrice C est diagonalisable si et seulement si le polyndme P est scindé a racines simples.

Plus précisément, dans ce cas, on note (4,...,A,) les nracines de Peton a :
M
A
cl=v! , 1%
A
avec V la matrice de Vandermonde associée a (1;,...,4,) :
1 1 1 ... 1
M A M . A
2 2 2 2
VM,..d)=| M A A A

n—1 n—1 n—1 n—1
Anmlon=loaml g

R Comme les racines sont distinctes, la matrice de Vandermonde est inversible.

Attention, selon les conventions sur la matrice de Vandermonde et la matrice compagnon, la relation peut étre différente.
Avec les conventions adoptés ici, c’est la réduction de CT qui est donnée.

Démonstration. On suppose que P est scindé a racines simples, alors comme }¢ = P, on en déduit que C a n valeurs propres

distinctes notées (A1, ...,4,), donc C est diagonalisable. La matrice V(41,...,4,) notée V est alors inversible.
Ecrivons la matrice C :
0 1
0 1
0 1
0 1
—ap —ay —day ... ... —dp_



et notons A une des valeurs propres (ie I’'un des A;).
En utilisant la relation :

A" = —day —all —+ - —an_lln_l

on voit que I’on a la relation sur les colonnes de C” :

A
12
13
Ci+AC+ A Cy+-+ A" C, =
An'fl
A0
Ainsi :
1 1
A A
A2 A2
ctl . =2
)V{—z /ln'—z
knfl Anfl

(on peut aussi travailler avec les colonnes de CT — A1,). On en déduit que le vecteur
(1A,....Am)

est une base de E), (C T) (qui est de dimension 1).
En appliquant sur chacune des n valeurs propres, on en déduit la relation :

A
A
cl=v! . 1%
2
avec .

1 1 1 .1

M A Az . A
VO - E R ER &

Aot ot At

On a donc démontré que si P est scindé a racines simples, alors C” (donc C) est diagonalisable et que la relation est vraie.
Supposons maintenant que C est diagonalisable.

Considérons un vecteur propre x = (x1,...,x,) de CT et A la valeur propre associée. Déja A est nécessairement une racine
de P puisque P est le polyndme caractéristique.
On a alors :
CTx=2x

ce qui s’écrit :

0 1

X X
1 1 1
X X
0 1 2 2
x|l =plx
0 1 )
Xn Xn

—ap —a; —ay ... ... —a,_



ou €ncore :

Xy = A,Xl

X3 = AXQ

Xp = AXp_

| —aox1 —a1xa+ -+ — ap—1x, = Axy

Les premieres relations donnent directement :
Vie[1,n], x; = A'x;
La derniere relation est bien vérifiée puisqu’en remplacant on a :

d’un cOté : —agx; —aixp+ - — dy_1x, = (—ao —aA+--- —an,ll"”)xl

de 'autre : Ax, =A"x;
Or A étant racine de P, on a :
—ag—aA—--— anflﬂ,n_l = A"

on a donc bien I’égalité et la dernicre relation.
On a donc montré qu’un vecteur propre (xi,...,x,) associé a A s’écrit nécessairement sous la forme :

(X1 e eyXn) =X (1,1,...,1"71)
et que la réciproque est vraie. Ainsi, on peut écrire :
Ej (C") = Vect ((1,A,...,A"" 1))

En particulier, les espaces propres sont tous de dimension 1 pour toutes les valeurs du spectre.
Comme C est diagonalisable, la somme des ordres géométriques fait la dimension de I’espace. Il faut donc » valeurs dans
le spectre et donc P a n racines distinctes. Ainsi, P est scindé a racines simples. |
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Liens entre opérations €lémentaires et matrices

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

Dans cette fiche, on explique le lien entre opérations élémentaires et multiplication matricielle et les conséquences pour le
calcul du rang, du déterminant, etc.

Matrices des opérations élémentaires
Multiplication & droite et & gauche par des vecteurs de la base canonique

Définition .3 On appelle ¢; le vecteur colonne de taille n tel que (¢;); (I’élément j de ce i-ieme vecteur) est nul si i # j,
vaut 1 sinon. Ainsi :

0

e = + ligne i

S = O

0

La famille (¢;) est la base canonique de ., (R) (ie de R").

I Proposition .4 Soit une matrice A € ./, (KK), alors Ae; est la colonne i de A. tandis que ‘¢;A est la ligne i de A.
Démonstration. Le plus simple est de le démontrer avec une matrice générique, en faisant le produit a la main :

ay - 4aip s Adin aii

co—~oCo
I

dpl - Qpi - App Ani

Sinon on peut voir :

Vieln], (Ae); =) Ajle)r=Aji.
=1

Ce qui signifie que la j-ieme coordonnée du vecteur (colonne) (Ae;) est 1’élément (j,i) de A, ce qui signifie bien que (Ae;)
est la colonne i de A. |

Proposition .5 Soient A et B deux matrices carrées de taille n, on note Cy, ...C, les colonnes de B, et Ly, ...L, les lignes
de B on a alors :

e AB est formé des n vecteurs colonnes AC;, AC;,...AC,.

* BA est formé des n vecteurs lignes LiA, ..., L,A.

Démonstration. Cela se voit en écrivant :

. |
| |

AB=A|C & G |=|4ac Ac 4G,
| | I |
. |

11



D’une maniére générale, la colonne j de (AB) ne dépend que de la colonne j de B, et de la ligne i de A, puisque

n
(AB)ij =), Aw By
k=1.. 4
ligne i de A colonne j de B

= Exemple .1 Cela permet de faire facilement des calculs matriciels ou de les vérifier :

1 3 2 0 *x % 3 %
2 41 1 « x| =114 =
56 7 0 = 6 x

En effet, on recopie la colonne 2.

1 3 2 1 * 4 x %
2 4 1 1 * x| =16
5 6 7 0 11

en effet, on fait C; + Cs.

De la méme maniére :

010 1 3 4
%k ok 2 4 1] = *
* ok ok 5 6 * %

car on recopie la ligne 2.
0 1 1 1 3 10 8
%k ok 2 4 1| =1=*
* % % 5 6

car on fait I, + 3.

= Exemple .2 D’une relation sur les colonnes d’une matrice, on déduit un vecteur dans le noyau.

Exemple : si les colonnes de A € .#5(R) vérifient C; +C3 = 0, alors le vecteur (1,0,1) est dans le noyau. C’est
particulierement utile pour résoudre des systeémes homogenes de taille n sans les poser (ex : calcul de valeurs propres d’une
matrice de taille n). n

= Exemple .3 Si une matrice A vérifie : la somme sur les colonnes (ie le long de chaque ligne) est constante, alors on peut
écrire :

o
Ci+--+C,=|:
o
ou encore :
1 1
A =0
1 1
1
Ainsi, o est valeur propre et | : | est vecteur propre associ€ a «.
1

De méme, si une matrice A matrice A vérifie : la somme sur les lignes (ie le long de chaque colonne) est constante, alors
on peut écrire :

Li++L,=(a - «
Oou encore :
(1 ... DA=a(l ... 1)

12



En prenant la transposée, on a :

1 1
ATl | =«
1 1
et donc o est valeur propre de A” et donc de A. "

* Base canonique de .7, (K)

La base canonique de .#,(K) est constituée des matrices (E; ;) 2, définies par :

i.je[l,n]

/I\

¢j

On peut aussi voir que E; ; contient le vecteur colonne e; dans la colonne j, ou le vecteur ligne e;” ligne i. On peut aussi voir
Eij" =Ej;.

Si K=, il s’agit d’une base orthonormée pour le produit scalaire usuel dans les matrices de .#,(R) c’est-a-dire : (A, B) —
Tr (ATB). Avec cette base, on construit facilement une base orthonormée des matrices symétriques et anti-symétriques :

1
yn(R) =Vect <{ﬁ(Ei7j+Ej7i) 1<i<j< n}U{E,ﬂl <i< n})

1 L
In(R) =Vect <{\/§ (Eij—Ej)|1<i<j< n})
Le produit d’une matrice a droite ou a gauche avec une matrice de la base canonique est facile a calculer :

|
00 G 00

AE; ;= |

/[\

Cj

C’est la colonne i de A placée en position j.
Et:

C’est la ligne j de A placée en position i.
En particulier :

<A,Ei7]’> =Tr (EiVjTA> =Tr (E],A) = a,-’j

Ce qui est évident puisque :

n
A=Y Y (AEij)E;
&

=1

En particulier, on calcule facilement :

E B — 0 si j#£k
VT By sij=k

Un exemple d’exercice qui utilise cette base canonique est :

13



Exercice 1 Soit ¢ une forme linéaire sur .#,(R) (ie une application linéaire de .#,(R) dans R) telle que :
V(A,B) € (#n(R))*, 9(AB) = @(BA).

Montrer que ¢ est proportionnelle a la trace.

Correction : Sii# j:
¢©(Eij) = ¢(ExErj) = ¢(ErjEi) = ¢(0) = 0 en choisissant kquelconque
et pour tout k € [[1,n] :
¢(Eii) = @(EiEri) = @(ExiExi) = ¢ (Eg)
On note donc A = @(E};) et on a donc :
Vie[l,n], o(Ei)=A
tandis que :
Vie[l,n],Vje[l,n],i#j = @(Ej)=0
ainsi :

(p(A) = f{ Z a,;/j(p(E,',j) =2 iia,’i = AIF(A)
i=1j i=

=1

Echanger des lignes (permutation)

Définition .4 Soit 1 < k < [ < n, on appelle matrice de permutation des lignes k,/, la matrice Py; de taille n égale a
I’identité sauf que sur la colonne & le 1 est sur la ligne / et sur la colonne /, le 1 est sur la ligne k.
Par exemple, sin=7,k=2et/=5,0na:

1
0 1 — lk
1
1
Py = 1 0 1
1
| 1
T T
Ck Cl

Cette définition provient de :

Proposifion .6 Soit A une matrice de taille n, alors P ;A est la matrice de taille n égale a A sauf qu’on a échangé la ligne k
etl.
De méme AP, ; est la matrice de taille n sauf que I’on a échangé la colonne / et k.

Démonstration. sur un exemple

1 ajl app a3 a4 ais die dg ail app a3 a4 ais dig Ay
0 1 a1 axp ax ax axs Ay Ay as) dsy asy ds4 dAss dse  dsy

1 as| ax az a4 azs dze Ay as| ax az a4z daze Ay

1 a41 A4 Q43 Qa4 Q45 A4 Q47 | = | @41 aan a43 daa Q45 dae Q47

1 0 asy asp asy asq4 ass dse dsy a1 ax a3 axy daxs dy A

1 ael Ay de3 des des des  d67 asl  Ae2 A6z des des des  d6T

L 1] \ann an a3 au a5 aw an ajl ap apz a4 azjs dae  arn

Autre démonstration : Sii # k et i # [, laligne i de Py est "e; donc la ligne k de PyA est [;. La ligne k de Py est "e; donc la
ligne k de P A est [;, et idem pour la ligne k. |

14



p) Retrouver la matrice Py; on applique I’opération associ€e a 'identité, car : Py = Pyly.

Proposition .7 Les matrices P sont inversibles et leurs inverses sont elles mémes.
En conséquence, det(Fy;) = —1.

Démonstration. En effet, I’opération inverse d’échanger les lignes k et [ est de les échanger a nouveau, donc P = Pyl
[ |

Multiplier une ligne par un scalaire  (dilatation)

Définition .5 On appelle matrice M;(f3), ou B est un nombre réel, une matrice de taille n égale a I’identité, sauf que
I’élément i,i est remplacé par . Ces matrices sont appelées matrices de multiplication de la ligne i par 3.
Par exemple si n =8, M4(f) est :

"1 -

Cette définition provient de

Proposition .8 Soit A une matrice de taille n, alors M;(3)A est la matrice obtenue en multipliant la ligne i de A par f3,
tandis que AM;(3) est la matrice obtenue en multipliant la colonne i de A par f3.

Démonstration. C’est un cas particulier de multiplication par une matrice diagonale On rappelle que si D est une matrice
diagonale avec Ay, ..., A, sur la diagonale, alors DM s’obtient a partir de M en effectuant les opérations : /; <— A;[; pour toutes
les lignes i. Et bien stir, MD s’obtient a partir de M en effectuant les opérations : C; <— A;C; pour toutes les colonnes i.

|

p) Lamatrice M;() est la matrice identité a qui on a appliqué I’opération correspondante.

Proposition .9 Si B est non nul, alors M;(f) est inversible d’inverse M; (%) .
Le déterminant d’une matrice M;() est .

Démonstration. C’est un cas particulier de I’inverse d’une matrice diagonale. On peut aussi dire que 1’inverse de 1’opération
«multiplier la ligne i par  » est « diviser la ligne i par 3 ». |

Transvection

Définition .6 Pour i € [1,n] et k € [1,n], avec k # i on appelle matrice L; ¢ (¢t) une matrice égale a ’identité, sauf sur la
colonne 7, ol on a mis un coefficient o ligne .

Exemple :
1 -
1
1 — I
1
L36(OC) = 1
(04 1 — I
L 1_
T
Ci

15



I Ces matrices sont appelées matrices de transvection.

Cette définition provient de
I Proposition .10 Soit A une matrice de taille n, alors L; x (o)A est la matrice obtenue en faisant I’opération : Iy < Iy + al;.

Démonstration. Sur un exemple :

1 ajp  aip a3 a4 a5 dlg a7
1 ay axp a3 ay a5 day a4y
1 a3 axn a3y a4z 4z 437

1 ag)  ag @43 G44 a4s A4 G4

1 \ay1 app a3 ans a5 agg ay

ar ap a3 ag as aie arg
az] an a3 ax as ax ay;
as) az as3 azy ass ase az;
= ag) ag as3 agy ags ase ay;
asy asy as3 as4 ass ase asy
agl t0az)  agytazy  dg3t@azz  aeq +Qazqdeq  des +0dzs  dee +0dze  dey +0tazy
an an ars arg ars are ar

Sinon on voit que pour k < i, la ligne k de L; est e, donc la ligne k de L;A est celle de A, tandis que pour k > i, la ligne k
de L; est’e; + oy;'e;, donc la ligne k de L;A est égale a [; + oyl;. [ |

p) Encore une fois, L est la matrice identit€ & qui on a appliqué I’opération correspondante.

Proposition .11 La matrice Ly (ct) est inversible et (Lik((x))_' est Ly (—a).
Son déterminant est 1.

Démonstration. Pour inverser I’opération [, < [ + aul;, il faut faire : [y < [ — al;.
Pour le déterminant, elle est triangulaire supérieure. |

Soit i € [1,n]), faire les opérations :
Vk # i, < I — o l; avec [; inchangée
sur la matrice A, revient a multiplier a gauche A par :
Liy(a1)Lia(0) - - Lii—1)(04—1)Li(is1) (1) - - - Lin ()

puisqu’on peut faire d’abords 1’opération /1 < [} — a;/;, puis modifier la ligne 2, etc.
Ainsi, ces opérations s’écrivent comme des opérations élémentaires. On peut procéder de méme sur les colonnes.

p) On voit que I’ordre de ces opérations n’a pas d’imporance, ce qui montre que les matrices (L (0% )), i commutent.
Par contre, la ligne i doit étre inchangée.

Opérations élémentaires en Python

En python, on peut réaliser toutes les opérations élémentaires facilement. une ligne d’une matrice s’obtient en utilisant le
slicing : on extrait la ligne i avec A[i,:] qui est alors un array.

Les opérations s’écrivent alors :
Echange de ligne (permutation) La technique consiste 2 utiliser I’ affectation simultanée

Alfi,:1, A[j,:1 =& [j,:1, A[i,:]

On peut aussi passer par une variable temporaire :

tmp = A[i,:] # enregistre la ligne i
Afi,:1 = A [j,:]
A[j,:1 = tmp

Multiplier une ligne par un scalaire (dilatation) On utilise ’opération float * array

A[i,:] = betaxA[i,:]
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Transvection On utilise I’addition de array :

Alk,:] = A[k,:] + alphax*A[i,:]

ou €ncore :

Alk,:] += alphaxA[i,:]

Réductions de Gauss

La réduction de Gauss consiste a utiliser des opérations élémentaires sur les lignes pour rendre la matrice plus simples.

Opérations élémentaires

Définition .7 On considérera comme opération élémentaire sur les lignes :
* La permutation de deux lignes j et k, [; <> I;
* La multiplication d’une ligne par un scalaire 8 non nul, /; +— B/; (appelée dilatation).
* La transvection : Ajouter la ligne i multipliée par un ccefficient o a la ligne k : [ < [ + al; 1a ligne i restant
inchangée.
Les mémes opérations existent sur les colonnes.

On peut combiner ces opérations élémentaires, pour faire par exemple :
Vk 75 i, I + I + ogl;

Ces opérations sont inversibles quelque soit les coefficient og choisis (mais la ligne i doit rester inchangée).

On utilisera aussi des opérations du type : [y < Bl + ol;, qui sont inversibles si f # 0.

Chacune de ces opérations élémentaires corresponds, comme on 1’a vu, a multiplier la matrice A a gauche par une matrice
inversible. On multiplie a gauche pour faire des opérations sur les lignes et a droite pour des opérations sur les colonnes.
L’expression de cette matrice est obtenue en appliquant I’opération sur 1’identité.

Lorsqu’on utilise les opérations élémentaires pour réduire une matrice les points les plus importants sont :
* Indiquer quelles sont les opérations faites ,
* vérifier que ces opérations ont un sens (ne pas diviser par 0), en particulier dans le cas d’un parametre,
* vérifier que les opérations faites sur les matrices sont inversibles,
* indiquer I’ordre dans lequel on fait ces opérations, si celui-ci a de I’importance.

Réduction a une matrice triangulaire par la méthode de Gauss

Proposition .12 Soit A une matrice de taille (n, p), il existe une matrice M € GL,(K), produit de matrices d’opérations
élémentaires, telle que la matrice MA soit échelonnée.
Autrement dit, en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A, on peut la rendre échelonnée.
De méme : il existe une matrice M € GI,(K), produit de matrice d’opérations élémentaires, telle que AM soit
échelonnée. Autrement dit, en effectuant des opérations élémentaires sur les colonnes de la matrice A, on peut la rendre
échelonnée.

Algorithme de réduction de Gauss. On démontre dans le cas des lignes, le cas des colonnes étant symétrique.

La démonstration se fait en déterminant un algorithme permettant de calculer U. On procede colonne par colonne.
Considérons tout d’abord la premiere colonne : si elle ne contient que des zéros alors on passe a la suivante.

Sinon,

* on regarde le premier élément non nul de la premiere colonne, supposons que ce soit I’élément ligne £,

* on fait I’opération : /] <> [, de cette maniére 1’élément a;; est non nul,

* on fait les opérations

Vhk>1, I < I+ o1y,

avec O = _% De cette maniere, on met des éléments non nuls sur la premicre colonne des lignes 2 a n. On peut dire
que I’on utilise la ligne 1, pour obtenir des termes nul en dessous, plus précisément, on utilise le terme non nul a;; pour
obtenir : Vj > 1,a;; =0.
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La matrice ainsi obtenue est alors de la forme :

0 -

EOEE S S S
* K X X K ¥ ¥
A SR S S R
EEE CEE S SR O
EEE CHE S S
R S S R S
A SR S S R
L SR S SR e

Cette matrice est obtenue en multipliant la matrice A a gauche par un produit de matrice d’opérations élémentaires, puisque
I’on a fait que des opérations élémentaires.

On applique alors le méme procédé a la sous matrice de taille (n — 1, p — 1), contituée des lignes de 2 a n et des colonnes
de2ap:

» Si cette partie ne contient que des zéros, on ne fait rien,

* sinon on échange deux lignes de maniere a avoir ay; # 0,

* on utilise cette valeur non nulle, pour éliminer les valeurs situées en dessous.
En appliquant le méme procédé, on obtient une matrice de la forme :

O« -
O

L S R N
EOE R R R S
EE R R G S
L O R S
I R R G S S
EE R R R S
K X X X K ¥

En continuant ainsi le procédé, on obtient une matrice échelonnée, on note U cette matrice.
De plus, on voit que ’on n’a fait que des opérations élémentaires, i.e. on a multiplié a gauche la matrce A par des matrices
d’opérations €lémentaires. La matrice U obtenue a la fin s’écrit donc : U = M,M,,_; ... M; A, ol les matrices M; correspondent
M
a chaque opérations élémentaires faites sur la matrice A pour traiter la colonne p.
On obtient donc le résultat en posant M = M,M,, ;... M. |

On peut prolonger cet algorithme :

Proposition .13 Soit A une matrice de taille (n, p), il existe une matrice M € GL,(K), produit de matrices d’opérations
élémentaires, telle que la matrice MA ne contiennent que des 0 et des 1. Précisément, au plus un seul 1 pour chaque ligne
et chaque colonne.

Autrement dit : en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A, on peut la réduire pour n’avoir
que des 1 sur les pivots, des 0 partout ailleurs. On aura alors autant de 1 que le rang de A.

En particulier, si A € GI,,(K) est inversible, alors on peut la transformer en 1’identité par des opérations élémentaires
sur les lignes.

La méme propriété existe pour les colonnes.

Démonstration. On reprend le processus précédent : par des opérations de dilatation, on remplace les [ par des 1, puis on
utilise ces pivots pour « effacer » les * situées au dessus. |

Calcul de I'inverse par méthode de Gauss-Jordan

Proposition .14 Soit A une matrice inversible, on considere la suite d’opérations élémentaires sur les lignes nécessaires
pour réduire la matrice A en la matrice identité.

Alors si on fait la méme suite d’opérations élémentaires (dans le méme ordre) sur les lignes de la matrice identité,
on obtient A=,

Démonstration. Considérons la matrice M correspondant a la suite d’opérations permettant de transformer la matrice A en
’identité, on a MA = I,,, donc M = A,

Pour calculer M, il suffit de I’interpréter comme une suite d’opérations élémentaire : comme M = MI,, on calcule M en
faisant ces opérations élémentaires sur la matrice ,,. |
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En pratique, on écrit les deux matrices A et I, 'une a c6té de I’ autre, et on fait les opérations en parallele.
C’est la méthode la plus simple pour savoir si la matrice A est inversible et calculer son inverse : si le calcul aboutit, c’est
que la matrice est inversible. Sinon elle n’est pas de rang plein et donc elle n’est pas inversible.

p) Laméme démonstration permet de montrer que si on part du vecteur colonne B et que I’on fait les mémes opérations
élémentaires, on obtient le vecteur MB = A~ !B, i.e. la solution de AX = B. C’est le principe des « matrices augmentées » :
on ajoute le second membre comme une colonne de la matrice.

Ainsi, si on doit résoudre un systéme avec deux seconds membres B et B/, on peut obtenir les solutions en faisant les
opérations élémentaires parallelement sur A et sur une matrice a n lignes et deux colonnes [BB']. Les deux solutions X et
X’ se lisent alors sur chacune des colonnes, apres les opérations élémentaires.

Invariance par opérations élémentaires

Cas des systémes
Pour les systemes, on garde I’équivalence en multipliant a gauche :

Proposition .15 Si M est une matrice inversible, alors le systeme
(S) <= AX =B <= MAX =MB
donc on garde I’équivalence du systeme AX = B en multipliant (2 gauche) la matrice A par une matrice inversible.

Démonstration. En effet, si AX = B, alors MAX = MB, et si MAX = MB, alors en multipliant par M —1 on obtient AX =
B. |

I Corollaire .16 On garde I’équivalence des systeme par opérations élémentaires sur les lignes.

On obtient donc la proposition :

Proposition .17 En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes d’un systeme (coefficients et seconds membres),
on conserve I’équivalence entre les systemes.

On peut donc réduire un systtme AX = B en un systeme échelonné (qui se résout par remontée) en utilisant des
opérations sur les lignes (et les lignes uniquement).

Effectuer des opérations élémentaires sur les lignes du systeme revient a effectuer ces opérations sur la matrice augmentée. 11
est ainsi plus simple d’écrire le systéme sous forme matricielle. On peut écrire la matrice augmentée ou écrire le systéme sous
la forme AX = B en détaillant A et B.

# Algorithme de réduction de Gauss

Dans cette partie, on écrit I’algorithme de réduction de Gauss. Conformément au programme, on se contente d’un cas
simple : La matrice A est carrée et inversible. Le systeme est alors de Cramer.

On réduit le systtme AX = B et UX = C avec U échelonnée.

def gauss (A, Db)

entree: A = array
= matrice carrée inversible de taille nxn
b = array
= vecteur second membre.
sortie: A = array
= matrice triangulaire supérieure
b = array

= vecteur second membre.
le systéme AX=b initial est équivalent au systéme final
(qui se résout par remontée)
nnn
n, m = shape(A)
for j in range(n):
#on traite la colonne j

#étape 1: on échange les lignes
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21

23

25

27

29

31

33

if A[j,j] !'= 0:
# on cherche le premier terme non nul
# dans la colonne j en dessous de ajj:
# comme A est inversible, on est slir de trouver.
k = chNonNul(4,j)
# on échange 1k et 1j
Alk,:1, A[j,:1 = A[j,:], Alk,:]
blk]l, b[jl = bl[jl, blk]

# arrivé ici, A[j,jl '= O

#étape 2: on modifie toutes les lignes en dessous
for k in range(j+1,n)
alpha = Al[k,jl / A[j,j]
Alk,:] += -alphax*A[j,:]
b[k] += -alphaxb[j]
return(A,b)

Avec comme fonction chNonNul :

def chNonNul

entrée: A = array
= matrice carrée inversible de taille nxn
j = entier

= indice de ligne
sortie: k indice de ligne
on cherche k >= j tel que Al[k,j] !=0

n, m = shape(A)
for k in range(j,n)
if A[k,j] !'= 0

return (k)
# normalement la suite est du code mort
# car A est inversible
print ("ERREUR matrice non inversible")
return ()

11 est plus efficace de chercher non pas le premier terme nul mais le terme le plus grand (en module), c’est le pivot max,
cela permet de limiter les erreurs numériques.

Invariance du noyau

Proposition .18 Soit A € M, ,(K) une matrice, et M une matrice inversible, alors les solutions du systéme homogene
AX = 0 sont les méme que le systtme MAX = 0.
En conséquence, on ne change pas le noyau en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes.

Démonstration. C’est un cas particulier des systemes. |

p) Dans ce cas pas besoin d’effectuer les opérations sur le second membre.

Invariance du rang

Proposition .19 Soit A € M, ,(K) une matrice, alors on ne change pas le rang en multipliant a gauche ou a droite par une
matrice inversible.
En conséquence, on ne change pas le rang en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.
Pour calculer le rang d’une matrice, on peut donc la réduire par des opérations élémentaires sur les lignes et les
colonnes, jusqu’a obtenir une matrice dont le rang est évident.

Démonstration. C’est la traduction du résultat : Soit u € £ (F,G) etv € Z(E,F) de rang fini, alors :
* Si u est un isomorphisme alors Rg(uov) = Rg(v).
* Si v est un isomorphisme alors Rg(uov) = Rg(u).
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I Corollaire .20 Le rang d’une matrice est le rang de sa transposée.

Démonstration. Soit A € M, ,(K) une matrice, alors en faisant des opérations sur les lignes, on peut la réduire en une matrice
échelonnée E avec que des 0 et des 1. (un 1 au plus sur chaque ligne).

On constate qu’en faisant les mémes opérations sur 7 A, on réduit la matrice en TE.

On s’est donc ramené a montrer qu’une matrices échelonnée avec que des 0 et des 1 a le méme rang que sa transposée, ce
qui est évident. |

+ Extraire une base d’un espace image ou d’un espace engendré

Soit A € .4, ,(K) une matrice et f I’endomorphisme canoniquement associé. On suppose que 1’on ne cherche pas que le
rang mais aussi une base de de Im(f), ie quelles sont les colonnes de A qui engendrent I’espace image,

Dans ce cas particulier, on peut réduire la matrice A en n’utilisant que des opérations sur les lignes. On obtient alors une
matrice échelonnée, dans laquelle le nombre de pivot est le rang. Dans cette matrice échelonnée, on regarde quelles sont les
colonnes qui contiennent un pivot : ce sont les colonnes de A qui engendrent I’espace image.

= Exemple .4 Si on considere 1’application linéaire :

f R} - R
. (X,y,z) — (2)5‘1‘3)’—2,—?64‘2)’,7)’_1)-

2 3 -1
La matrice associéeest: | —1 2 O
0o 7 -1

On calcule son rang avec la méthode de Gauss (en n’effectuant que des opérations sur les lignes) :

2] 3 -1 2] 3 -1
0 —1|2bL+14 0 —1

0O 0 O 0 0 0/)b-h

Le rang est donc 2, donc le noyau a pour dimension 1. L’application n’est ni injective ni surjective.

Les deux vecteurs (f(e1), f(e2)) dont on lit les coordonnées dans les deux premiéres colonnes de la matrice A forment
une famille libre de I’espace image. En effet, si on avait pris que les deux premicres colonnes de A, on aurait obtenu une
famille de rang 2 : les calculs ont montré que

2 3
Rg|-1 2| =2
0 7

Ainsi, une base de Im(f) est :

((2, ~1,0), (3,2,7)).

On peut aussi choisir (f(e;), f(e3)), mais on ne sait rien sur (f(e2), f(e3)).

Cette technique est aussi utilisée aussi pour une famille de vecteur.

Si on considere une famille de vecteurs . = (uy,...u,), dont on connait les coefficients sur une base, pour savoir si cette
famille est libre ou génératrice, le plus simple est de mettre leurs coordonnées dans une matrice M de maniere a calculer le
rang par opérations élémentaires. Pour calculer le rang, on peut effectuer des opérations sur les lignes ou les colonnes, mais si
on veut en plus une base du sous-espace vectoriel engendré par .7, alors il peut étre utile de ne faire que des opérations sur
les lignes.

= Exemple .5 On considére la famille de 5 vecteurs de R* donnés par :

ul:(1a27_1a1) M2:(2,4,—2,2)
Wy = (=3,-7,0,—4)  ws=(512,1,7)  us=(—1,3,9,10).

On note E = Vect(uy,up, u3,us, us).
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On calcule le rang de la matrice associée avec la réduction de Gauss :

12 -3 5 -1 2 -3 5 -1
2 4 -7 12 3 0 0 -1 2 5 L —21,
-1 -2 0 1 9 00 36 8 L+
12 -4 7 10 0 0 -1 2 11 Iy — 1
1] 2 -3 5 -1 1] 2 -3 5 -1
0 0 2 5 0 0 2 5
00 0 0 —7|5L-3h 00 0 0 [7]
00 0 0 6/ la—h 0 0 0 0 0)7a+6l

Considérons les vecteurs (uj,u3,us) (les colonnes qui contiennent des pivots), la matrice de cette famille correspond aux
colonnes 1,3 et 5 :

1 -3 -1
2 =7 3
Mat(ul,ug,u5) = 1 0 9
1 -4 10

En refaisant les mémes calculs, on voit que cette matrice se réduit matrice en :

1] -3 -1
0 [-1] 5
0o 0 [7]
0

0

Cette matrice est donc de rang 3, ce qui signifie que (u1,us,us) est une famille libre de E, donc une base de E. On peut
donc dire qu’une base de E est

((1,2,—1, 1),(=3,-7,0,—4),(~1,3,9, 10)).

I Attention : on utilise les coordonnées dans la matrice originale, et non dans la matrice réduite.

De plus, on ne peut faire dans ce cas que des opérations sur les lignes pour cette technique.

% Recherche de vecteurs dans le noyau

Considérons A une matrice de taille n et de rang r < n. Par des opérations élémentaires inversibles sur les colonnes (et les

colonnes uniquement), on peut utiliser la réduction de Gauss sur les colonnes et la réduire en faisant apparaitre r colonnes de
0.

Ces opérations reviennent a multiplier A par une matrice P inversible. On peut donc écrire :

| | 0 0
.

AP = | 0
T
| | 0 0

|

|

ou | OJ | désigne une colonne non nulle, et | : | désigne une colonne nulle. Plus précisément, AP a r colonne non nulle et

n — r colonne nulle.
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Si on décompose P en colonne :

|
|
P=1C & ... C1 C,
[ PR
|

or les n — r dernieres colonnes de AP sont nulles, ainsi, les n — r derniéres colonnes de P sont les coordonnées de vecteurs
du noyau. On a donc trouvé des vecteurs dans le noyau. Pour trouver les colonnes de P, on ne garde pas en mémoire les
différentes matrices correspondantes : on applique les mémes changement a A et a la matrice identité dans le méme ordre.

En conséquence, on en déduit une méthode pour déterminer des vecteurs du noyau : On procede comme pour 1’algorithme
de Gauus-Jordan : on effectue les opérations en parallele sur A et sur I’identité. On réduit A pour faire apparaitre des colonnes
nulles. Les colonnes correspondantes dans 1’identité sont donc les vecteurs du noyau.

I Il ne faut faire que des opérations sur les colonnes dans ce contexte.

= Exemple .6 Soit la matrice :

2 2 5
A=1[2 2 5
2 =29

On voit bien que le rang de A est 2 mais il n’est pas facile de déterminer une relation sur les colonnes. On peut donc utiliser la
technique précédente :

2 2 5 1 00
2 2 5 010 Cr+ C—CretCy+2C3—5C
2 -2 9 0 01
2 0 0\ /1 -1 -5
2 0 O 0 1 0 G+ 2CG3+2C;
2 —4 8 0 2
2 0 O 1 -1 =7
2 0 O 0 1 2
2 =4 0/ \0 0 2
On en déduit que (—7,2,2) est dans le noyau. .

Invariance du déterminant

Proposition .21 SoitA € ., une matrice carrée et P € Gl, une matrice inversible, alors det(PA) = det(AP) = det(P) det(A).

En conséquence, lorsqu’on effectue une opération élémentaire inversible sur les lignes ou les colonnes de A, on change
le déterminant en le multipliant par le déterminant de la matrice correspondant a 1’opération élémentaire.

Ainsi :

» permuter deux lignes ou deux colonnes multiplie le déterminant par —1.

* effectuer 1’opération /; < [, + al; avec i # k ne change pas le déterminant.

o effectuer I’opération [; «+— 1; multiplie le déterminant par f3.
Idem pour les colonnes.

Pour calculer le déterminant d’une matrice carrée, on peut faire des opérations élémentaires sur les lignes et les
colonnes (ou les deux), de maniere a réduire la matrice en une matrice dont le déterminant est clair, en prenant garde aux
opérations qui modifient le déterminant.
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Attention en particulier a I’opération [, < Bl + al; avec i # k qui multiplie le déterminant par f3.

Conclusion

Pour le calcul de I’inverse de A, on effectue des opérations sur les lignes et les lignes uniquement en effectuant les
méme opérations (dans le méme ordre) sur la matrice identité.
Pour résoudre un systeme linéaire AX = B, on peut le réduire par des opérations sur les lignes en un systéme
échelonné. Dans ce contexte, on ne peut utiliser que des opérations sur les lignes, et il faut effectuer les mémes
opérations sur le second membre.
Pour déterminer le noyau d’une matrice (ie résoudre le systeme homogene), on peut réduire la matrice par des
opérations sur les lignes et uniquement les lignes.
Pour calculer le rang, on peut réduire la matrice (a2 une matrice échelonnée) avec des opérations sur les lignes ou les
colonnes (indifféremment). Dans le cas ol on ne veut pas que le rang mais aussi une base de 1’espace image ou de
I’espace vectoriel engendré, il est plus pratique de n’utiliser que des opérations sur les lignes, puis d’extraire la base
comme les colonnes sur lesquels la matrice échelonnée a un pivot.
Pour calculer le déterminant, on peut réduire la matrice avec des opérations sur les lignes ou les colonnes (indiffé-
remment), en faisant attention a certaines opérations qui modifient le déterminant :

— échanger deux ligne (ou deux colonnes), multiplie le déterminant par —1,

— effectuer ; < Bl; + aly (ou I’équivalent sur les colonnes) multiplie le déterminant par 3
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Polynomes d’endomorphisme et de matrices

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

% Définition et généralités
n
Définition .8 Soit P = Z aX* € K[X] un polynéme, E un K espace vectoriel et u € .Z(E) un endomorphisme de E.

k=0
On définit alors P(u) comme I’endomorphisme de E par :

n
Pu) =Y, au®
k=0
De méme, pour une matrice carrée A € .#,KK, on définit P(A) par :

n
PA) =Y aiAF
k=0

% On applique donc un polyndéme a une matrice ou a un endomorphisme. C’est un des intérét de parler de polynome
formel et non de fonctions polynomiales.

» Exemple .7 si P = X3 +3X?+2X + 1, alors :

P(A) =A3+3A% 1 2A+1,

P(u) = u +3u> +2u+1d
Attention en particulier au 1 qui devient /,, ou Id. "
% On peut rappeler quelques résultats :

— u et P(u) commutent.
— Si x est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A, alors :

P(u)(x) = P(A)x

et donc x est encore vecteur propre de P(u) associé a la valeur propre P(A)
— Si A et B sont deux matrices semblables et que Q € K[X], alors Q(A) et Q(B) sont encore semblables. En effet, si
on note A = PBP~!, alors A> = PB>P~!, et d’'une maniére générale, pour k € N, Ak = PB*P~!, donc :

n n
0(A) = Z A en notant Q = Z bex*
k=0 k=0
n n
=Y pPBP ' =P (Z ka’<> p!
k=0 k=0
=PQ(B)P!

% Pour u = 0 (application nulle), on a P(0) = aopld Pour u = Id, on a : P(Id) = P(1)Id. D’une maniére générale :
P(Ald) = P(A)Id.

Proposition .22 Soit P et Q deux polyndmes de K[X], alors :

(P+A0)(u
(PQ)
(P(Q)) (u) =P(Q(u))

% On considere souvent I’application :
(p.{ KX — Z(E)

P — P(u)
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C’est un morphisme d’algebre.
Son noyau est I’ensemble des polyndmes annulateurs de «, son image est I’ensemble des endomorphismes de E qui
sont polyndmes en u.

Démonstration. En notant P =Y} ;X ketQ= YicobiX k (quitte a rajouter des termes nuls si ils ne sont pas du méme
degré). On a:

n

P+2Q=Y (axr+Aby)X*
k=0

(P+A0)(u) = Z (ar + Aby)u*

k=0
= Z apuf + A Z bk
k=0 k=0
=P(u) +AQ(u)

et:

(PQ):ZZH ( aibj> x*
i+ =k

k=0

Enfin :

= Z ag (Q(u))k avec ce que I’on a vu avant

% En particulier, on voit que

P(u)oQ(u) = (PQ)(u) = (QP)(u) = Q(u) © P(u)
Ainsi, deux endomorphismes qui sont polyndmes en ¥ commutent.

* Lemme des noyaux

Ce théoreéme est hors-programme, néanmoins sa démonstration consistue un exercice classique.

Proposition .23 Soit P et Q deux polyndmes premiers entre eux, alors :

ker ((PQ)(u)) = ker (P(u)) ®ker (O((u))
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Plus généralement, si P, ..., P sont r polyndmes premiers entre eux deux a deux, alors :

ker (ﬁ Pk(u)> = é}ker (Pe(u))
k=1 k=1

Démonstration. Pour deux polynémes P et Q premiers entre eux. Alors déja ker (P(u)) et ker (Q(u)) sont des SEV de

ker ((PQ)(u)).
On part de la relation de bezout :
3(A,B) € (K[X])*, AP+BQ =1
On applique a u :
(AP)(u) + (BQ) (u) = Id
Ainsi, pour x dans E, on a la décomposition :
(AP)(u) (x) + (BQ) (u) (x) = x

Montrons avec cette relation que ker (P(u)) et ker (Q(u)) sont en somme directe. Pour cela, soit x € ker (P(u)) Nker (Q(u)),
alors

x=(A(u) o P(u)) (x) + (B(u) o Q(u)) (x)
=A(u) P(M)(X)) +B(u) | O(u)(x)
T T
—A(u)(0) + B(1)(0) = 0

Considérons maintenant un x dans ker ((PQ)(u)), on reprend la décomposition :

(AP)(u)(x) + (BQ) (u)(x) = x

Montrons que cela permet de décomposer x dans ker (P(u)) @ ker (Q((u)).
En effet :

O ((AP)(u)(x)) =(QAP)(u)(x) = (APQ)(u)(x) = (A(PQ)) (u)(x)
=A(u) o (PQ)(u)(x)
=A(u) (PQ)(u)(x) = A(u)(0) =0

donc :
(A(u) o P(u)) (x) € ker(Q(u))

On montre de méme que (BQ)(u)(x) € ker(P(u)).
Ainsi, pour tout x € ker ((PQ)(u)), on a la décomposition :

x = (AP)(u)(x) + (BO) (u)(x)
cker(Q(u)) eker(P(u))

et cette décomposition est unique. On a donc bien :

ker ((PQ)(u)) = ker (P(u)) @ ker (Q((u))

Pour le cas général, on procede par récurrence sur le nombre de polynéme r. Le cas r = 2 a été traité. Considérons un
r=2etiPy,...,P, P des polyndmes premiers entre eux. L’hypothese de récurrence est alors :

ker (ﬁPk(u)> = é}ker (Pe(u))
k=1 k=1
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Mais, [T;_; Px(u) et P.,; sont premiers entre eux, donc en appliquant le cas r =2, on a:

ker (fl Pi(u) X Priy (u)) = ker (ﬁ Pk(u)> ®ker (Pry1(u))
k=1 k=1

en remplagant, on obtient bien :

r+1 r+1
ker HPk(u) = @ker (Pe(u))
k=1 k=1
On a donc I’hérédité ce qui permer de montrer la propriété. |

% On peut remarquer que les projecteurs associés a cette décomposition sont des polyndmes en u. Par exemple, le
projecteur sur ker(P(u)) parallelement a ker(Q(u)) est : (BQ)(u).

On retrouve le cas que les sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe puisque

si Ai,...,A, sont p valeurs distinctes, alors les polynomes (X — 4;) ic[1,p] SONt premiers entre eux, donc :

ker< I (M—Md)> = P ker(u—Ald)

i€[1,p] ie[1,p]

cad :

ker( H (u—l,-ld)) = EB E;. (u)

i€[1,p] i[1,p]

* Polynbmes annulateurs et polynéme mimimal

Définition .9 Un polynéme P € K[X] est dit annulateur de I’endomorphisme u € .Z(E) lorsque P(u) = 0.
De méme, un polyndéme P € K[X] est dit annulateur de la matrice carrée A € .#,(K) lorsque P(A) = 0.

% Dans la définition, le 0 désigne 1I’endomorphisme nul ou la matrice nulle.
L’ensemble des polyndmes annulateurs de u est donc le noyau de 1’application ¢ : P — P(u).

% En dimension finie, un endomorphisme admet toujours un polynéme annulateur. En effet, £ (E) est de dimension finie
alors que K[X] est de dimension infinie.

Plus précisément, si on note n la dimension de I’espace E, alors la famille (uk) qui contient n* + 1 vecteurs est

kel0,n2]
nécessairement liée dans .Z(E). et donc il existe (ao,...,a,2) tel que :

apld +aju—+--- +anzunz =0

ainsi, » admet un polynome annulateur de degré n’.
Le théoreme de Cayley-Hamilton permet en fait de montrer qu’il en admet un de degré n.

% La remarque précédente montre qu’il existe un polyndme annulateur de degré d si et seulement si (u") kefo.d] &St liée.

En effet, (uk)ke[O.d]] est liée s’écrit :
A(ag,...,aq4) € K¢, apld +---+agu? =0
cad : J(ag,...,aq) € Kd, agt+a X+--- +adXd est annulateur.

En particulier, pour une matrice A, connaitre un polynome annulateur P de degré d assure que I’on peut calculer A*
pour k > d en fonction de (I,,4,...,A%"").
En effet, on peut faire la division euclidienne de X* par P pour k > d :

XK= QP+ R avec deg(R) <d —1
donc :

A% = Q(A) P(A) +R(A) = R(A) € Vect (In,A, " ,ACH)
et

On obtient ainsi une technique de calcul de A*.
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% On parle d’un polynéme annulateur. Il n’est pas unique. En fait, on peut voir que si P est annulateur de u, alors pour
tout polyndme Q, QP est encore annulateur de u.

On peut rappeler le résultat : si P est annulateur de u, alors les valeurs propres de u sont racines de P.
On peut aussi rappeler la technique pour calculer I’inverse par polyndme annulateur : si P = ag + a1 X + - - - + azX¢ est
annulateur de A avec ag # 0, alors :

aoly + a1 A+ -+ agA? = 0.
Cela donne :

[n:_ﬂA_{_..._f_aidAd

ap ap
ai ad ,q—
=A(——I,—-. . — 2!
ap ap
Ainsi, A inversible et A~! = _ZTI)I" ——— %Ad_l.

La notion de polyndme minimal est hors-programme, ce qui suit est donc un exercice classique.

Proposition .24 Pour un endomorphisme u, qui admet un polyndme annulateur non nul.
Il existe un unique polyndme IT, annulateur de u qui est unitaire et tel que :

VP e K[X]|,P(u) =0 < IL,|P

(autrement dit IT,, qui divise tout polyndme annulateur de u).
C’est le polyndme minimal de u.
On définit de méme le polyndme minimal d’une matrice A noté Il4.

Notation .1. On note 11, le polynéme minimal d’un endomorphisme u € £ (E), et I14 le polynéme minimal d’une matrice

A€ My(K).

% Si E est de dimension finie, alors il existe toujours un polyndme minimal. En particulier, le polyn6me minimal d’une
matrice existe toujours.

Démonstration. On peut commencer par I’unicité : supposons qu’il y ait deux polyndme minimal P et Q. On a alors P|Q (car
Q annule u et P est minimal) et Q|P. Comme P et Q sont unitaires, on en déduit que Q = P.
Considérons :

9 = {deg(P) ’P non nul et annule u}

il s’agit d’un ensemble non vide (puisque par hypothese, # a un polyndme annulateur non nul) de N, qui posseéde donc un plus
petit élément. On note donc d ce minimum. On a déja d > 1 car un polyndme constant ne peut pas annuler . Considérons un
polyndme IT de degré d qui annule u. Un tel polyndme existe.

Considérons un polynéme P annulateur de u. On fait la division euclidienne de P par IT : il existe donc (A, R) € K[X], tel
que : P = AIT+ R avec deg(R) < deg(II). En appliquant a u, on obtient :

P(u) = (AIT) () + R(u)

mais P(u) =0 et (AIT)(u) = A(u) oI1(u) = 0, donc R(u) = 0. Le polyndme R est donc annulateur de u et vérifie : deg(R) <
deg(IT) = d, donc par définition du minimum de &, R ne peut pas étre non nul.
Ainsi, R =0, et IT|P.
|

% Le polyndme minimal est donc unique : Le polyndme minimal de I’endomorphisme u est le polyndme unitaire de plus
petit degré qui annule u.
Si on note toujours d son degré, alors la famille () kefo.4) €st donc liée, tandis que la famille (u¥) ke[0,d—1] st libre.
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Proposition .25 On suppose E de dimension finie.
Soit IT le polyndme minimal d’un endomorpshisme u € .Z(E) et A un scalaire.
On a alors : o est une racine de IT si et seulement si & est valeur propre de u.
On a le méme résultat pour une matrice A € ./, (K).
En particulier, si le polyndme minimal IT, est scindé (ce qui est le cas si K = C), alors il s’écrit sous la forme :

m= [] x-2)m
AESP(A)

avec ny, I’ordre de A comme racine de IT,,.

Démonstration. Le polyndme minimal étant annulateur de u, on a vu que si & est valeur propre de u alors & est racine de I1.
Considérons maintenant o une racine de IT, On écrit alors : IT= (X — &)Q On a donc :

(u) =(u—ald) o Q(u)

=0 car IT est polynd6me annulateur

Or Q(u) # 0, car son degré est strictement inférieur a celui du polyndme minimal IT. Donc u — ald n’est pas inversible. Donc
o est valeur propre.
Ainsi les racines de IT sont précisément les valeurs propres.

% Le polyndme caractéristique d’une matrice s’écrit donc sur C sous la forme :

xa= [] (X—24)"*m; I’ordre dans le polyndme caractéristique
AESP(A)

tandis que son polyndme minimal s’écrit :

Iy = H (X — A)"*ny, I’ordre dans le polyndme minimal
AESP(A)

Attention les ordres ne sont pas égaux. Par exemple pour I'identité : y = (X — 1)” tandis que [T=X — 1.
Le théoréme de Cayley-Hamilton prouve que x4 annule A et donc que I14 divise x4 et donc que n) < my, pour tout les
A € Sp(A).

+* Application a la diagonalisation
On se place dans un espace E de dimension finie.

Proposition .26 L’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si son polyndme minimal est scindé sur K et a
racines simples.

Démonstration. Supposons u diagonalisable. On note Sp(u) = {A1,...,4,} avec (4;) les valeurs propres distinctes.

i€[l,p]
Le polyndme minimal IT a pour racines {A,,...,A,} il est donc divisible par []_, (X — 4;). Montrons qu’en fait le
polynéme minimal est ce polyndme.

Comme u est diagonalisable, on sait que :
p p p
E= @E,L.(u) = EBker(u —Ald) = @ker((X =) (u))

Avec le lemme des noyaux, cela donne :

E =ker ((li(X - ki)) (u))

et donc [T7_, (X — A;) est annulateur de u. Donc IT divise [TZ_, (X — A;)
Or il est aussi divisible par ce polyndme et ils sont tous les deux unitaires par suite : IT = [T7_, (X — A;) donc IT est scindé
a racines simples.
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Supposons maintenant IT scindé a racines simples. Ces racines sont alors les valeurs propres et elles sont simples donc
nécessairement IT = ]2, (X — 4;) et donc [T2_, (X — A;) annule u. et donc

E =ker ((IP]I(X — )L,-)) (u))

P
= @ ker(u— A;ld) lemme des noyaux

ce qui implique que u est diagonalisable. |

% On retrouve les résultats au programme : u est diagonalisable si et seulement si il annule un polyndme scindé a racines
simples si et seulement si il annule [T/_; (X — 4;).

+* Application a la trigonalisation

Proposition .27 Soit u € .Z(E).
L’endomorphisme u est trigonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique ), est scindé sur K.
Une matrice A € .#,(K) est donc trigonalisable si et seulement si )4 est scindé sur K.

Démonstration. Si u est triagonalisable, alors il existe une base 4 dans laquelle sa matrice est triangulaire supérieure. Les

valeurs propres se lisent alors sur la diagonale.
n

On peut donc en déduire que x,, = H(X — Aiu) ol A; est le i-eéme coefficient diagonal. Donc y,, est scindé sur K.
i=1
Supposons maintenant que ¥, est scindé sur K. On écrit :

X=X —=A)" (X =A™

avec Ai,...,A, les p valeurs propres disjointes, et les (m;) les ordres algébriques.
Comme les polyndmes (X — 41)™, ..., (X — 4,)"” sont premiers entre eux, et que le théoreme de Cayley-Hamilton assure
que x,(u) =0, on peut écrire :

E =ker (xu(u)) =ker ((u—A1d)™) & --- @ ker ((u— A,ld)"")

P
On note alors F; = ker ((u — A11d)™"), on a alors F; est stable par u et E = @F,

Déja en prenant une base Z adaptée a cette décomposition, on obtienthllle la matrice de u dans cette base est diagonale
par blocs.

Prenons maintenant i = 1, on note # I’endomorphisme induit par u sur F; et regardons comment construire une base
de Fy =ker ((u— A11d)™) tel que la matrice de i dans cette base soit triangulaire supérieure. Cela provient de 1’étude des
endomorphismes nilpotents.

On note g = ii — A11d, on a donc g™ = 0 ie g nilpotent. On sait alors qu’il existe k € [1,m;]}, tel que gk =0et g~ £0,
c’est I’indice de nilpotence.

On considere alors x € F tel que g*~!(x) = 0. Un exercice classique consiste alors 2 montrer que :

(x,g(x), gt (x)) est libre.
Pour cela, on regarde I’équation :
oox+ o g(x) + -+ o185 (x) =0

On compose par g¥~! pour obtenir og*~! (x) = 0, donc ot = 0. On remplace et on compose par g~ 2 pour obtenir oy g¥~! (x) =
0, donc a; = 0. On recommence ainsi, jusqu’a montrer que tous les (o) sont nuls.
On a donc le début d’une base, on compléte pour obtenir une base de Fj :

B = (el,...,enl,k,x,g(x), e ,gkil(x)> en notant n; = dim(F}).

+ Démonstration 1 du théoréme de Cayley-Hamilton
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I existe plusieurs démonstrations du théoréme de Cayley-Hamilton, on en présent ici une qui a I’intérét d’utiliser des
arguments de densité, I’autre fait appel aux matrice compagnon.

Cas ou A est diagonale
On commence par le cas ou A est diagonale :

A

An
On a alors :
ma=X-A)...X—A,)

Il y plusieurs mainiéres de voir pourquoi Y4 (A) =0:
* soit par un calcul direct, par exemple en taille 3 :

0 7L1 — /12 /l] - 13
XA (A) = AQ — 241 0 Az — 7t,3
Az — M As—A 0

Ce qui donne la matrice nulle par calcul direct.
* En considérant I’endomorphisme u canoniquement associé et la base canonique Z = (e1,...,e,). onau(e;) = Ajey,
donc (u— A1) (e1) =0, ce qui s’écrit : (X —A11d)(u)(e;) =0, et donc :

X—=A)...(X=A)(u)(e1) = (u—Ald)o---0o(u—Aydd) (u(ey) — Arer) = 0.

donc y,(u)(e1) = 0. on procéde de méme pour montrer que X, (u)(e2) = 0. On obtient que ), (u) est nul sur tous les
vecteurs de la base (ej,ea,...,e,), ainsi x,(u) est I'endomorphisme nul Ainsi, y,(«) = 0.
On voit donc que le théoreme est vrai si A est diagonale.

Cas ol A est diagonalisable

On suppose maintenant que A est diagonalisable. On écrit alors A = PDP~'. On rappelle alors que : x4 = xp puisque
deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique. Donc : x4(A) = xp(A) mais on utilisant : A = PDP~!, on
obtient alors :

n n
xa(A) =xp(A) = Y auPD'P! en notant xp = Y o X"
k=0 k=0
=P Y aD* | P =Pyp(D)P ' =0

Ainsi, x4(A) = 0. On voit donc que le théoréme est vrai si A est diagonalisable.

Densité des matrices diagonalisables dans .#,(C)

On va montrer que les matrices diagonalisables sont denses dans .#,(C), autrement dit que toute matrice de .#,(C) est
limite d’une suite de matrice diagonalisables.

Pour cela, on considére une matrice A € .#,(C) et on la trigonalise (on peut le faire dans C puisque )4 est toujours
scindé). On écrit donc : A = PUP~!, avec U triangulaire supérieure. On note (Ai,...,A,) les valeurs de la diagonale de U qui
sont donc les valeurs propres. Ces valeurs ne sont pas nécessairement distinctes. On considere ensuite :

1
1 2

Ap=P|U+~— . r!
p .

n

On a clairement A, est une suite de matrices convergeant vers la matrice A. De plus, les valeurs propres de A, sont :
1 2 n
{)Ll +7A'2+7"'77Ln+}
p p p
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On voit que ces valeurs propres sont distinctes a partir d’un certain rang. En effet, si une valeur propre de A A; est égale a une
autre valeur propre A; de A avec i # j, alors A; + é # A+ é Il peut y avoir qu’un nombre fini de valeurs de p ou on aurait

des relations du type A; + é =A;+ % avec i # j. (Ce point technique est démontré plus loin).

Donc A, est alors diagonalisable (puisqu’elle a n valeurs propres distinctes). On a bien construit une suite de matrices
(A,) toutes diagonalisables, qui convergent vers A.

Montrons que les valeurs propres de A, sont distinctes a partir d’un certain rang. Pour cela, on considere € le plus petit
écart entre deux valeur propres distinctes de A :

8:min{\/li—lj\‘i#jetli#lj}

Si les valeurs propres sont toutes identiques, il n’y a rien a faire les valeurs propres de A, déja sont toutes distinctes comme
vu plus haut. On considere donc que € > 0.
On note maintenant P tel que : % < &g, et considérons p > P. Supposons par I’absurde qu’il existe i # j tel que :

ﬂ,iJri:ljﬁLl
p p

onaalors A; # A; et :

o
Y A LY
p

ce qui est une contradiction avec la définition du minimum.
Cas général
Soit donc maintenant A une matrice quelconque dans ., (C), on va utiliser un argument de densité.

On sait qu’il existe une suite de matrice notée (A,) diagonalisable qui converge vers A.
On note alors :

xa, = OFX" +---+ ol X + of
Ainsi, & est le coefficient de degré i dans le polyndme Xa,- On a donc n suites de coefficients (ch ) al )

(arll))peN'
On note aussi :

pere (OF) perp

X4, = an X"+ +arX +ap

Pouri € [1,n] et p € N, le coefficient ¢ est obtenu par somme et produits des coefficients de la matrice A,. On peut
donc dire que la valeur o est une fonction continue des coefficient de la matrice A,. Or la matrice A, converge vers A, on en
déduit que : lim,., @ = a;.

Pour pe N,ona:

2a,(Ap) = QAL 4+ afA, + of I,
donc puisque limp., A, = A et pour tout i € [1,n], lim,. & = a;, on obtient par somme et produit :

lIi)m)(Ap(Ap) =a, A"+ +a1A+aol, = xa(A)

or pour tout p € N, ¥4,(A,) = 0 puisque A, est diagonalisable. On en déduit que y4(A) = 0.

+ Démonstration 2 du théoréme de Cayley-Hamilton

Considérons u un endomorphisme et y,, son polyndme caractéristique. On va montrer que ), (u)(x) = 0 pour tout x € E.
Si x =0, c’est évident, on considére donc x # 0.

On a alors I’existence d’un p < n, tel que :

(x,u(x),...,u”(x)) estliée

F = (x,u(x),...,up_l(x)) est libre
on note alors : (ao, .. .,a,—1) les coefficients tels que :

uP(X) = aox+a1u(x) + ... _|_ap71up71(x)
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et on note P le polynoéme : P = X? —a, 1 XP~! —-.. —a;X — ap. Notons que P(u)(x) = 0.

On compléte alors la famille .% = (x,u(x),...,uP~'(x)) qui est libre en une base noté . Notons aussi que I’espace
vectoriel engendré par la famille .7 est stable par u.

La matrice de u dans cette base a donc la forme suivante :

Mat(u) = <€ ﬁ)

un calcul simple montre que C est la matrice carrée de taille p compagnon du polynéme P :

0 aop
1 0 ap
1 . ap

I 0 ap»

1 ap—1

On a alors y,, peut se calculer comme le polyndme caractéristique de la matrice Mat(u). On a donc : ), = Ycxa- Ainsi,
Xu(tt) = xa(u) o xc(u) et donc en appliquant a x :

X (1) () =0 (1) (2 () (x))

=xa(u) (P(u)(x)) car ¢ = P puisque c’est la matrice compagnon
=xa(u)(0) car P(u)(x) =0
=0.

On en déduit que y,(u)(x) = 0. Or x est quelconque, donc ), (u) est I’endomorphisme nul, ie j,(«) = 0.
On a donc bien montré le théoreme de Cayley-Hamilton.
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Quelques compléments sur la réduction

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

Cette fiche propose quelques compléments sur la réduction qui ne sont pas explicitement au programme sans en €tre tres
loin.

#% Réduction et transposée

Proposition .28 Pour une matrice A, le spectre de A est le spectre de la transposée de A.

Le polynome caractéristique de A est le polyndme caractéristique de sa transposée. En particulier, A et sa transposée
ont le méme spectre et pour toute valeur propre A la multiplicité algébrique de A comme valeur propre de A est égale a la
multiplicité algébrique de A comme valeur propre de A .

Pour toute valeur propre A, la dimension du sous-espace propre de A comme valeur propre de A est égale a la dimension
du sous-espace propre de A comme valeur propre de A”. Autrement dit, on a égalité des ordres géométriques.

Démonstration. Le scalaire A est valeur propre de la matrice A si et seulement si A — A1, n’est pas de rang n.
Or le rang d’une matrice est le rang de sa transposée. En conséquence :

Rg(A— A1) =Rg ((A—41,)") = Rg(A” — A1)

et donc A est valeur propre de A si et seulement si A est valeur propre de A
En particulier avec le théoréme du rang :

dim(E; (A)) =n— Rg(A — A1,)
=n—Rg (A" — A1,) =dim (E; (A"))

et donc les ordres géométriques de A comme valeurs propres de A et de A” sont les mémes.

Rp) Les sous-espaces propres ne sont pas identiques, seules leurs dimensions sont égales.

Pour I’égalité des polynéme caractéristique c’est le méme principe : le déterminant de la matrice A, — A est égal a celui
de sa transposée qui est A/, — AT :

VA €R, xa(A) = det(Al, —A) = det (AL, —AT) = 47 (1)
On retrouve que A et AT ont méme valeurs propres, de plus 1’ordre algébrique est le méme. |

Pour la réduction on a :

Corollaire .29 La matrice A est diagonalisable si et seulement si sa transposée est diagonalisable.
La matrice A est trigonalisable si et seulement si sa transposée est trigonalisable.

Démonstration. La matrice A est diagonalisable si et seulement si y4 est scindé et les ordres algébriques et géométriques
sont égaux pour toutes les valeurs propres.

Comme A et AT ont méme valeurs propres, méme ordre algébrique et méme ordre géométrique (pour chacune des valeurs
propres), I’équivalence est donc claire.

La matrice A est trigonalisable si et seulement si son polyndme caractéristique est scindé. Or ce polyndme caractéristique
est le méme que celui de sa tranposée, 1’équivalence est donc évidente. |

On a aussi la propriété suivante pour les polynémes annulateurs :

I Proposition .30 Soit P € K[X], alors P annule A si et seulement si P annule A”.

n
Démonstration. Pour un polyndéme P = Z arX* quelconque, on a :
k=0

P(A) =Y aqA*
k=0

35



donc :
P(AT) =Y a(a”)’
k=0
= Y a k T
Ya(4')
:<iakAk> = (P(A)"
k=0

Dot P(A) =0 <= P(AT) =0. |

On retrouve en particulier A diagonalisable si et seulement si sa transposée est diagonalisable en utilisant la caractérisation :
«annule un polyndme scindé a racine simple ».

+# Réduction et matrice semblable

Proposition .31 Soit A et B semblables, alors :

¢ elles ont le méme rang,

* elles ont la méme trace, le méme déterminant,

¢ clles ont le méme polyndme caractéristique, donc le méme spectre et pour chaque valeur propre a le méme ordre

algébrique,

* Pour chaque valeur propre, 1’ordre géométrique est le méme.

On a aussi A diagonalisable si et seulement si B 1’est et dans ce cas, elles se réduisent a la méme matrice diagonale (a
I’ordre pres des éléments diagonaux).

Démonstration. On écrit A = PBP~!.
Comme multiplier a gauche et a droite par des matrices inversibles ne change pas le rang, on a rg(A) = rg(B).
Ona:

tr(A)=Tr(P(BP™")) = Tr(BP"'P) = Tr(B)

la méme démonstration est valable pour le déterminant.
Onapourk € K:

A—AlL,=PBP™' —Al,=P(B—AlL,) P!
donc A — AI, et B— A, sont semblables. En particulier :
det(A — Al,) =det(B— Al,) etdonc x4 = Xs

ce qui montre que A et B ont méme spectre et que pour chaque valeur propre 1’ordre algébrique est le méme.
Mais aussi :

rg(A—AlL,) =rg(B—Al,)
donc avec le théoréme du rang :
dim (E3 (A)) = dim (E;, (B))

et donc les ordres géométriques de A comme valeur propre de A et de B sont les mémes.

Le dernier point est juste une conséquence de la transitivité de la relation d’équivalence « étre semblable ». Si A
est semblable a une matrice diagonale, alors B I’est aussi. De plus, la matrice diagonale est déterminé par le polyndme
caractéristique. |

R) Autrement dit deux matrices diagonales sont semblables si et seulement si elles sont égales a I’ordre pres des colonnes.

Pour montrer que deux matrices sont semblables, la seule technique explicitement au programme est :
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Proposition .32 Soit A et B deux matrices.
On suppose que A est diagonalisable, alors A et B sont semblables si et seulement si B est aussi diagonalisable et se
réduit a la méme matrice diagonale.

Démonstration. On a déja fait 'implication si A et B sont semblable alors B I’est aussi et se réduit a la méme matrice
diagonale. La réciproque est évidente. |

C’est le seul résultat que I’on déduit directement du programme, mais il faut avoir en téte que la réduction permet de
simplifier les matrices et donc de montrer qu’elles sont semblables. La réduction permet de construire le changement de base
explicitement.

1 2 3 4 1 100
) 01 2 3 0110
ot _ — o 2
Exercice 1 Les matrices A 00 1 2 etB 00 1 1 sont-elles semblables ?
0 0 01 00 0 1

Correction :
On peut écrire :

B=L+N e A=I+2N+3N*+4N>=[,+C

ouN =

- o O

vérifie N> £ 0 et N* = 0.

= el
o o = O

1
0
0
0 0

En notant C = 2N + 3N> +4N*, on constate que C> # 0 et C* = 0.

Les matrices C et N sont donc nilpotentes toutes les deux d’ordre 4. On va voir que cela permet de montrer qu’elles sont
semblables.

On note u endomorphisme associé C et en choisissant x un vecteur tel que > (x) # 0. on constate que (1> (x), u?(x),u(x),x)
est une base de R*.

Pour cela, on montre que cette famille est libre en considérant I’équation :

ax + Bu(x) + yu*(x) + Su’(x) = 0

On compose par 1>, pour avoir & = 0, puis par u> pour avoir § = 0, puis par u pour avoir ¥ = 0 avant d’obtenir que 8 = 0.
Ainsi, (1 (x),u?(x),u(x),x) est une base de R*.
On constate que la matrice de u dans cette base est N. Ainsi, N est semblable a C, et donc il existe P € Gl4(R), telle que
N =P~ICP. Ainsi :

PlaAp=P (L +C)P=L+P'CP=1,+N=B.

* Sous-espace propre et endomporphismes qui commutent
On rappelle les deux résultats suivants du cours :

Proposition .33 Soit u et v deux endomorphismes qui commutent.
Soit A une valeur propre de u et E) (u) espace propre associé a A.
On a alors Ej (u) est stable par v.
Autrement dit : si deux endomorphismes commutent, alors les sous-espace propres de I’un sont stables par 1’autre.

Ce résultat est particulierement utile si ’'un des endomorphismes est diagonalisable.
Supposons u diagonalisable alors 1’espace E se décompose comme une somme directe de sous-espace propre :

P
E =P E),(u) avec Sp(u) = {Al,...,lp} distinctes.
i=1

Puisque u et v commutent, chacun des sous-espaces propres de u sont stables Ej,(u) par v, donc la matrice de v peut étre
rendue diagonale par bloc.
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Plus précisément, si on considére une base % de E constitué de vecteur propres de u. On note # = (ey,...,e,) et on
suppose que les e; sont classés par la valeur propre associée (les premiers sont vecteurs propres de A1, les suivants de A,, etc.),
ce qui est naturel. Si bien que Mar4(u) est diagonale avec les valeurs propres rangées dans la diagonale :

M
Ai

A
Mat(u) = Ao

A

Alors dans la base % la matrice de v est diagonale par blocs et la taille des blocs est celle des sous-espaces propres :

M,

M,
Matz(v) = ) ou M; est un bloc de taille m,, I’ordre de la valeur proprel;

My

Le méme résultat est bien siir valable pour les matrices.

= Exemple .8 On suppose que la matrice A est diagonalisable et s’écrit A = PDP~! avec

D= B avec (a,fBy) distincts.
B
Y

A a donc 3 valeurs propres distinctes, @ de multiplicité 3, B de multiplicité 2 et y de multiplicité 1.
Soit B qui commute avec A. On a alors B = P~'AP avec A qui est diagonale par bloc :

* kX
* ok X
* kX
A:
* ok
* ok

11 faut bien noter que c’est la méme matrice inversible P (ie la méme base) qui réduit les deux matrices.
On utilise souvent le résultat suivant en complément :

Proposition .34 La droite D = Vect(x) de E est stable par I’endomorphisme u si et seulement si le vecteur x est vecteur
propre de u.

En effet, dans le cas ou le sous-espace propre E; (u) de u est de dimension 1 (c’est une droite vectorielle), et que u et v
commutent, alors E, (u) est stable par v et donc le vecteur qui engendre cette espace propre est vecteur propre de v (pour une
valeur propre qui peut étre différente).

Sur ’exemple, c’est le cas du dernier vecteur de la base.

Cela permet par exemple de démontrer le résultat suivant (qui est un exercice classique) :

Proposition .35 Soit u et v deux endomorphismes qui commutent. On suppose que les sous-espaces propres de u sont tous
de dimension 1. Alors il existe une base qui diagonalise u et v.
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Démonstration. L’endomorphisme u est diagonalisable car tous les sous-espaces propres sont de dimension 1 (autant de
valeurs propres que la dimension). Donc les sous-espaces propres Ej,(u) sont des droites on note donc Ej,(u) = Vect(e;)
(pour i € [1,n]). Labase B = (ey,...,e,) diagonalise u.
Mais E;, (u) est une droite stable par v donc e; est aussi vecteur propre de v (pour une valeur propre qui peut étre différente).
Ainsi, la base # = (ey,...,e,) diagonalise aussi v.
|

Plus difficile mais dans la méme idée, on peut combiner ce résultat avec la proposition :

Proposition .36 L’endomorphisme induit par un endomorphisme diagonalisable sur un sous-espace vectoriel stable est
diagonalisable.

Cela permet par exemple de faire 1’exercice suivant :

Exercice 2 Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit f € Z(E) et g € Z(E), diagonalisables tels que fog=go f.
1. Montrer que f et g sont diagonalisables dans une méme base.
2. Montrer que f o g est diagonalisable dans cette base.

1. On décompose E comme la somme des sous-espaces propres de [ :
P
E= @EA,- (f) ouSp(f) ={A,...,A,} valeurs propres distinctes.
i=1

On construit ensuite une base Z de E constituée de vecteur propre de f :

A'llml

Al
Maty(f) = " . ou m; est I’ordre de A; comme valeur propre de f

Apl,
On sait déja que chacun des Ej, est stable par f, donc que Matz( f) va étre diagonale par blocs :

M,

M,
Maty(f) = . ol M; bloc de taille m;

My

En fait, M; est la matrice de 1’endomorphisme induit par g sur I’espaces E,,(f) qui est stable par g.
Mais dans notre cas, on sait aussi que g est diagonalisable. Donc I’endomorphisme induit de g par restriction sur chacun
des espaces E,_(f) est diagonalisable.
Autrement dit chacune des matrices M; est diagonalisable. Donc dans chaque espace E,_(f) on peut construire une base
constituée de vecteurs propres de g.
On construit alors une base de E ainsi :

* On prend une base de E,, (f) constituée de vecteurs propres de g. Ces vecteurs sont aussi des vecteurs propres de

f associés a A;. Par contre, on ne connait pas la valeur propre associée pour g.

* On compléte avec une base de Ej, (f),

* on procede de méme pour Ej, (f) ... Ey (f)-
Comme E = @f’zl E),(f) On a ainsi construit une base de E constituée de vecteurs propres de f et de g. Dans cette
base, la matrice de f et la matrice de g sont diagonales. Notons que dans la matrice de f les valeurs propres sont
«rangées » : A est écrite m; fois, puis A, etc. par contre dans la matrice de g elles sont dans un ordre quelconque.

2. Dans cette base la matrice de f o g est le produit des matrices de f et g donc produit de matrices diagonales donc

diagonale.

* Polynébme annulateur

Soit u# un endomorphisme. Connaitre un polyndéme P annulateur de u est utile pour :

* connaitre les valeurs propres : les valeurs propres de u sont racines de P, mais il peut y avoir d’autre racines de P qui ne
sont pas valeur propre de u;
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* savoir si u est diagonalisable. Si P est scindé a racine simple, alors u est diagonalisable. Sinon, il suffit d’extraire les

P
valeurs propres de u des racines de P, notées (A1,...,A,) (distinctes) et de regarder si u annule H (X —A),
i=1
* Calculer I’inverse de u : si P a un terme constant non nul, on ré-écrit P(u) = 0 sous la forme uo Q(u) = Id, o u est un
polynéme I’inverse de u est alors Q(u).
* Calculer u" : si deg(P) = n, alors u" s’exprime en fonction de (Id,u,u*,...,u"""). On montre ensuite que ™!
s’exprime aussi en fonction de la méme famille. On montre alors par récurrence :

Vk €N, a(ag,...,ag,l) e K", ik = ofld + ofu+ ok + ..ok !

. k k . , e, . L .
Les suites (Oco, ceey an—l) ren SONt k suites récurrentes lincaires (couplées), on peut alors trouver leurs expressions.
La proposition suivante est un exercice classique :

I Proposition .37 Soit A une matrice inversible, alors A~! est un polynéme en A.

n—1

Démonstration. On utilise Cayley-Hamilton : on écrit x4 = Z aX* + X" et comme on sait que A est inversible, 0 n’est pas
k=0

valeur propre donc gy # 0. On utilise alors la technique classique de calcul d’inverse par polyndme annulateur :

n—1
—A"— Z aiAF = aol,
k=1
et donc :

1 n—1
Al =AY aa" ) | =1
do k=1

D’ou I’expression de I’'inverse de A comme un polyndéme en A :

# Calcul de valeurs et de vecteurs propres

Etant donné une valeur propre A € K d’une matrice A, il y a deux techniques pour déterminer des vecteurs propres :

¢ Chercher des vecteurs dans le noyau de (A — A1,,). La plupart du temps, on passe par chercher des relations sur les

colonnes de (A — Al,).

* On peut aussi résoudre le systtme AX = AX sans le ramener a un syst¢éme homogene.
Mathématiquement, ¢’est bien siir équivalent, mais au niveau des calculs (si A # 0), la deuxiéme technique est plus intéressante
si A est de rang faible. En effet, AX = A X (avec # 0) implique que X = A (%X ) € Im(A). Si Im(A) est de dimension petite,
alors cette équation va étre relativement facile a calculer.

= Exemple .9 L’exemple le plus simple est si A est de rang 1, dans ce cas, on écrit : Im(A) = Vect(x) et si il y a une valeur
propre non nulle, alors nécessairement, x est vecteur propre. On peut aussi voir cela, en écrivant : A = CL, ou C est un
vecteur colonne (c’est le vecteur qui engendre toutes les colonnes), et L est une ligne. Si AX = AX avec X non nul c’est
nécessairement que X est proportionnel a C (et donc que A = LC = Tr(A)). .

Cela sert aussi parfois pour des matrices de rang 2.
Pour trouver les valeurs propres, on peut utiliser le résultat suivant :

Proposition .38 Soit A une valeur propre de la matrice A et X un vecteur propre associé, alors pour tout polynéme P,
P(A) est valeur propre de P(A) et un vecteur propre associé est X.
On peut donc écrire en notant : Sp(A) = {A4,...,A,}

Sp(P(A)) D {P(M1),....P(A)}

Dans le cas général, il peut y avoir d’autres valeurs propres pour P(A).
Si maintenant A est trigonalisable (ie x4 est scindé), en particulier si K est le corps des complexes. Alors

Sp(P(A) ={P(A1),....P(Ap)}

40



En particulier, pour k£ € N*
* dans le cas général :

Sp <Ak) 5 {A{‘,...,Aﬁ}

* dans le cas ou A est trigonalisable (en particulier si K = C) :

Sp (Ak> - {ll",...,k[’,‘}

Ce résultat s’écrit de la méme maniere pour un endomorphisme.

p) Prenons une rotation d’angle 7 :

A:(? 01> =X+1 Spr(A)=0  Spc(A)={-ii}

alors son spectre réel est vide mais

A2 (—01 _01) xa=(X+1)7  Spr(A) =Spc(A) =1

Démonstration. On considére une valeur propre A et X non nul tel que AX = AX
Alors on sait que P(A)X = P(A)X, donc P(A) est valeur propre de P(A) associée a X.
Supposons maintenant que A soit trigonalisable, on écrit alors : A = QUQ~! avec Q inversible. On sait alors que :

P(A)=0P(U)Q!

mais comme U est triangulaire supérieure, on sait calculer les valeurs sur la diagonale a la puissance » :

Mox x % 7le * ok %
)Lz * * k

U= ) etdonc Vk € N, UK = & ]
A Ak

P(A1) * *

P(lz) *
par combinaison linéaire : P(U) =
*
P(4n)
donc les valeurs propres de P(A) sont {P(A1),...,P(A,)} [ ]

p) Iciencore la situation est plus simple dans C : la matrice a n valeurs propres (comptées avec leur ordre de multiplicité
algébrique), elle est trigonalisable et les valeurs propres de A sont celles de A mise a la puissance k. On travaille ainsi
souvent dans C mé€me pour une matrice a coefficients réels.

Corollaire .39 Si on note {A,,...,A4,} les valeurs propres complexes d’une matrice ou d’un endomorphisme (non
nécessairement distinctes). Alors, on a :

Vk € N*, tr (Ak> = Zn"li"
i=1

Exercice 3 Déterminer les éléments propres de la matrice carrée d’ordre n > 2 :

11 ... 1 1

1 0 ... 01
A=

1 0 1

1 1 1 1
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I Indication : calculer A2.
Correction : La matrice A est de rang 2, on a donc 0 qui est valeur propre d’ordre géométrique n — 2, et donc en utilisant
la trace :
X =X""7(X*-2X+pB)

On note Sp(A) = {0, 4, u} le spectre dans C (non nécessairement distinctes).
On calcule donc A> comme suggéré par I’énoncé :

n 2 2 n

2 2 2 2

2 . .
AT= |1 2 2
2 2 2 2

n 2 2 n

La matrice A est alors aussi de rang 2, donc 0 est valeur propre de A> d’ordre géométrique n — 2 d’autre part, on sait que
A2 et u? sont aussi valeurs propres. Dans C, il n’y a pas d’autres valeurs propres. Ainsi, Sp (Az) = {0, A2, /.Lz}.
On peut alors utiliser la trace :

Tr(A) =A+p =2
Tr(A%) =A*+u* =4n—4

On cherche alors A et u :
4=A+u)* =A2+u’+2Au =4n—4+2u

Si bien que : Au =4 —2n. Les valeurs (A, i) sont donc solutions du probléeme :

Au=4-2n
A+pu=2

ce qui donne {A,u} = {1++v2n—3,1—+2n—3}

On a donc trouvé toutes les valeurs propres :
Sp(A) = {0, 1 4v21—3,1-v2n— 3}

Comme 1 ++/2n—3 # 0, la matrice A est diagonalisable.

La valeur propre 0 est d’ordre (algébrique et géométrique) n—2, A = 1++/2n—3 estd’ordre 1 et 4 = 1—+/2n—3 est
d’ordre 1.

Il reste a trouver les vecteur propres.

Pour 0, on a des relations sur les colonnes :

c-C,=0
CG—-C3=0
C—-Ci1=0
et donc :
1 0 0
0 1 1
0 -1
Ep(A) = Vect A S I I
0 0 -1
—1 0 0

Pour A et u, comme A est de rang faible, on va plutdt chercher a résoudre AX = AX sans le passer sous forme d’un
systeme homogene.
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1 1 X2 X2
AX =AX — | : : Sl =A]

10 --- 01 Xp_1 Xpn—1

1 1 --- 11 Xy, Xn

ix,- = Ax
i=1

X1 +x, = Axo

X1 +x, = Ax3

X1+ Xy = Axp_i

ix,- = Ax,
i=1

On considere maintenant X solution et on obtient alors :

_1lvyn
X1 =g i i
1 v
Xp = 7 Lis Xi = X1
2
X2 = 11
2
Xn—1 = 7X1

On obtient donc la forme de X :

X1 1
2 2
le A
X = ... =X
= 2
711 1
X1 1
Ainsi :
1
2
A
Ej (A) = Vect :
2
X
1

Le méme calcul est vrai pour U.
On voit ici que le calcul est plus simple que de chercher le noyau de A — A1,, méme si ¢’est mathématiquement équivalent.
En effet, la relation :

2 2
CI+IC2+"'+XCn71+Cn:0

n’est pas facile a trouver. En fait, une bonne méthode consiste a voir que :

0 1
1

Im(A) = Vect o N
1 0
0 1
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donc un vecteur propre pour une valeur propre non nulle s’écrit nécessairement sous la forme :
(04
o

on doit donc juste calculer & et 8. Ce que 1’on a retrouvé ici.
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Déterminants

Pelletier Sylvain

# Calcul simple de déterminants
Exercice 1 Calculer les déterminants :

Q Q Q O
SO Q
o oS &
=)

a b ¢
a b
c —c a

PSI, LMSC

S0 Q
o &
Q0

Correction : Pour le premier : [} <— [} — I, et I3 < I3 — l4, puis dvlp C4. Cela donne D = —acb(a+b+c).
Pour le deuxieéme : D = (a+b) [(a —b)a+c(b— c)] .Ce qui s’écritaussi : D= (a—c)(a+b)(a—b+c)

Pour le dernier (avec Sarus directement) :

@ +b* 4 —3(abc)’

Exercice 2 Calculer le déterminant :

Q o &9
~ L A
SISV ST N
Q S0 Q

Correction : I3 < I3 —DLetly < I4— 1.

a e f
c-nif-af o ¢
01 -1 0
puis cp «—cy+c3etcy «—cy+cy:
2a e+ f f

b—c 2d d c

triangulaire supérieure par bloc d’ou :

(c=b)(f —e)(4ad — (b—c)(e+f)) (=

% Calcul de déterminant de taille n

1)

Méthode : ne pas hésiter a travailler d’abord sur une matrice de petite taille (3 ou 4) pour trouver la méthode.

Exercice 3 Calculer les déterminants :

1 n ... n a, dz a3

a a; as

2 2 az az das
n

n n n a, a, ay

a 111
a, 11
ay 1

a, 1
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Correction :
Pour le premier Vi € [1,n], C; + C; — C; puis mat triangulaire d’ot D,, = (—1)""!n!.
Pour le deuxiéme : facto derniére colonne par a, puis :
Vjel,n=1], Cj+Cj—a,C,
dvlpt ligne 1. Au final :
D, =ay(ay—ay)(az —az)...(ay—an—1).
Pour le troisieme : C; < C; —C, —--- — C,, puis dvlpt C; au final D,, = —n+2

Exercice 4 Calculer les déterminants :

a b . b a a a a a ... . a a b ... . b
b a b . b b a a a 0 a a a 0 a b . b
b b b b b b a a 0 0 a a 0 0 b b

b b . b b b a 00 0 . a 00 O . b
b b b a b b b a b 0 0 0 a c 0 0 0 a

Correction : Faire en taille 4 pour deviner la méthode.

a b b b
b a b b
b b ab
b b b a

On fait Cy + C; + Cy + C5 + Cy, cela donne :

b
(a+3b)

[S G U —Y

b
b
a
b

IS N

a
b
b

Puis C; < C, — bCy, C3 < C3 — bCy, Cy +— C4 — bCy, ce qui donne :

1 0 0 0

1 a=b 0 0 | ;
(a+3Db) L0 a—b 0 = (a+3b)(a—Db)

1 0 0 a-—»>b

dans le cas général : (a+ (n—1)b)(a—b)""!, avec la méme technique.

Pour le deuxiéme, on fait /; <~ [; — I; pour i > 1 puis dvlp derniére colonne. On obtient (—1)""a(b—a)"~ 1.

Pour le troisieme : dvlp C1 on a alors une matrice triangulaire supérieure, et une matrice avec les deux premiere lignes
égales. D’ol1 a”.

Pour le dernier : dvlp C1 on obtient une partie triang sup : a” et une parti ou il faut faire : /; <— [; — [ pour i > 1 puis dvlp
Cn. Au final : @" — be(a—b)" 2.

Exercice 5 Soit k et n deux entiers avec n > 1 et 0 < k < n, a et b deux réels.

On considere 1’application :

 RX] = RX]
f‘{ P —— aP+bP(1)X*

Calculer det(f)
A quelle condition sur a,b, k I’application f est-elle bijective ?
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Correction : déja il faut écrire la matrice de I’endomorphisme f dans une base quelconque.

Dans la base canonique, c’est : une diagonale de a, la k-ieme ligne remplie de b, a I’intersection a + b.
On trouve alors le déterminant, soit ¢’est un déterminant traigulaire par bloc, soit dvlp Ck.

D’ou:

det(f) =ad"(a+D)
L application est alors bijective si et seulement si a # 0 et a # —b.

Exercice 6 Calculer a I’aide d’une relation de récurrence :

a+b b
a a+b b
0
0 0 .. - ..
0 0 a a+b b
0 0 a a+b

Correction : Dvlp C1 suivi d’un dvlp 11 donne :
D, = (a+b)D,—1 —abD,_;

On a donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
CAS1:Sia#b,ona:

EI((X,B) E Rz,vn G N*’ Dn — aan71 _’_ﬁbﬂ*l
OnaDj=a+betD; = (a+b)*—ab=a*+b*+ab. Cela donne le systeme :

o+pB=a+b
aa+ Bb =a* + b* +ab
En faisant [, < I, —aly,on a :

b2
b—a

B(b—a) =b*donc B =

ensuite, on fait : [, < I, — bl;, ce qui donne :

2

a
—b)=da*d =
o(a—b) =a" donc a "

Au final :

VneN*, D, = (a"! bt

a—>b
CAS2:a=>b,onaalors:
(o, B) eR%,VneN*, D, = (a+Bn)a""!

Avec D; = 2a et Dy = 3a?. Cela s’écrit :

o+B=2a
aa+2Ba=3d’

En faisant [, < [ —al; on a Ba = a®> d’oit B = a et donc o = a. Ainsi :
VneN*, D, = (1+n)d"

+ Déterminants par blocs
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Exercice 7 Soient A, B, C et D quatre matrices de .#,(K) vérifiant : CD = DC et D inversible.

On pose la matrice M € .#,,(K) définie par blocs par : M = <A B) .

C D
. (A B D 0
1. Calculer le produit < C D> < C D_1>

2. En déduire det(M).

Correction :
AD—BC BD!

0 I,
2. D’ou det(M) = det(AD — BC)

1. Facilement :

Exercice 8

Cet exercice utilise le résultat de I’exercice précédent.

Soit A = (i Z) une matrice de .#,(C) avec d et ¢ non nuls et M € ., (C).

aM bM

1. Montrer que la matrice P € .#5,(C) définie par blocs par P = <cM M

> est le produit de deux matrices, la

seconde étant diagonale par blocs.
2. En déduire le déterminant de P.

Correction :

1.
aM bM\ (al, bl,\ (M O
cM dM)  \cl, dI,]\0 M
2. Dol :
. dln b]n 2
det(P) = |7 7| (de (M)

On peut ensuite au choix utiliser I’exercice précédent, ol effectuer les opérations
Vk € [[O,I’l — 1]] R ln+k — aln+k —cl

et donc :

al, bl,
cl, dI,

al, bl,
0 (da—bc)l,

n

=d" (da—bc)"

d’ou :
det(P) = (det(A))" (det(M))?
* Vandermonde

n
des complexes deux a deux distincts. On suppose Vk € [1,n], Z lj’-‘ =0.

Exercice 9 Soitn > 2 et (k,-)
j=1

i€[1,n]

Montrer que 1’un au moins des A4; est nul.

Correction : Par I’absurde, on suppose tous les (A;) non nuls. La matrice de Vandermonde associée a (41,...,4,,0) est
alors inversible.

La relation donne alors [y + I + - - - + 1,1 —nl; = 0. La matrice n’est donc pas inversible, contradiction. donc 1’un des 4 j
est nul.
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Applications de la réduction a 1’analyse

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

Dans cette fiche, on voit deux applications de la réduction :
* larésolution de systemes différentiels linéaires homogenes a coefficients constants,
* les suites vérifiant une relation de récurrence linéaire a coefficients constants.

Applications aux équations différentielles linéaires
Généralités
Définition .10 Un systeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants est une équation de la forme :

(H) X' =AX

ou A € #,(K) est une matrice.
Une application X : R — ., 1 (K) est une solution de (H) sur R si et seulement si X est dérivable sur R et :

viel, X'(t) =AX (1)

En identifiant ./, | (K) et K", on peut dire que 1’inconnue est une fonction a valeurs dans K”.
Généralement, on écrit le systeme sous la forme :

xllz apxy +apxy+- -+ amx,

xXh = anxi+anx+---+aux,

X, = amX1+amx2+ -+ Xy

Avec :
ayir a2 ... Adin
a ax ... ay ) R
A= . . la matrice du systeme

nl dp2 ... dpp

et I’application :

x1 ()

x2(1) ,
X:it—> . est I’inconnue

xn‘(t)

Méthode de résolution

Considérons le systeme différentiel X’ = AX, ol A est une matrice donnée de .#,(K).
On doit alors connaitre les cas particulier suivants :
* Si A est diagonale : A = diag(«y, ..., ), alors le systeme s’écrit :

Vie [1,n], x; = aix;
On a alors facilement, les solutions :
Vie [1,n], x; : t — Cie™ avec C; € K.

Dans ce cas, chaque équation se résout indépendamment.

* Si A n’est pas diagonale mais si A est diagonalisable, on effectue la réduction en écrivant : A = PDP~!. On effectue
le changement d’inconnue (en fait de coordonnées) : ¥ = P !X, ieX =PY.
Comme Y est une combinaison linéaire de X et réciproquement, on a X dérivable si et seulement si Y est dérivable.
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De plus, Y’ = P~!X’.Etona:
X' =AX <— X'=PDP"'X — P 'X'=DP7'X — Y' =Dy

On résout alors ’équation Y’ = DY (la matrice est diagonale), et on obtient les valeurs de X en posant X = PY.
Dans ce cas, on se ramene a un systeme diagonal.

* Dans le cas d’une matrice trigonalisable mais non diagonalisable, on effectue la trigonalisation.
Conformément au programme, cela ne peut étre fait que sur des matrices de petites tailles et aucun résultat général
n’est a connaitre.
On se ramene au cas d’un systeme différentiel homogene a coefficients constant avec une matrice triangulaire
supérieure. Pour cela, on écrit :

AP = PU ieA=pPUP™!

ou U est triangulaire supérieure.
On effectue le changement de variable : Y = P~ X, pour obtenir :

X' =AX «— P X' =UP'X & Y =UY

Un tel systeme différentiel avec une matrice triangulaire supérieure se résout par « remontée » : la derniere équation
est de la forme y/, = ¢,y,, puis on déterminer y,_1, etc.
Il faut avoir I’initiative du changement de variable pour se ramener a un systéme triangulaire.

Exemples
= Exemple .10 On veut résoudre

X' =2x+y+3z
Yy =2y
7=x

Il existe une méthode alternative : on trouve la valeur de y, puis on injecte cette valeur en écrivant : X’ = 2x + Ae? + 37
puis calculer 7 en fonction de 7/, z et A.

213
Il s’agit d’un systeme homogene 2 coefficient constant : X’ =AX avecA= [0 2 0
1 00

On réduit la matrice A par un calcul du polynéme caractéristique, puis des valeurs propres.

Clairement, 2 est valeur propre. En cherchant un peu on voit aussi —1. On trouve la derniére par la trace : c’est 3. Sinon
on calcule x4 en développant par rapport a la ligne 2.

La matrice A est donc diagonalisable car de taille 3 et a 3 valeurs propres distinctes.

On cherche les vecteurs propres :

3
0

0
A-2L=1{0
1 -2

S O =

on voit donc que : 2C; —3C, +C3 =0, donc ((2,—3,1)) est base du sous-espace propre E3(A).
De méme :

3
A+I3: 0
1

SN =

3
0
1

Ainsi : (—1,0,1) est base du sous-espace propre E_;(A).
Enfin :

A-3=[0 -1 0
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Ainsi, (3,0,1) est base de E3(A).

On obtient :
-1 2 3 -1 0 O
P=|0 -3 0 et D=0 2 0
1 1 1 0O 0 3

On considére ensuite X solution, on pose alors : ¥ = P~!X, ie X = PY. Comme P ne dépend pas du temps, on a X’ = PY’
On remplace dans le systeme :

X' =PY' et X' = PDP"'X = PDY

D’ou en simplifiant par P (qui est inversible) : Y’ = DY.

»
Ainsi, ennotant : ¥ = | y |, ol (y1,y2,y3) sont des fonctions, on a le systeme :
Y3
Yi==
Yo =2y2
Y3 =3y3

On voit donc que les trois équations se résolvent séparément. Cela donne 1’existence de 3 réels (Cy,C,C3), tels que :

v it —> Cle_’

ya it — Cre?

V3 it — Cge3t
On calcule ensuite X = PY, ce qui donne :

—1 2 3\ [Cie?
VieR, X(t1)=| 0 -3 0] | G
1 1 1 Cze’

—1 2 3
=C16‘_t 0 |+ C262t =31+ C3€3I 0
1 1 1
On écrit alors :
—1 2 3
S5 = Vect (t»—>e*t 0 ),(l"—>62t -3 >,<t|—>e3’ 0 )
1 1 1

p ) Il faut s’habituer a résoudre ces systémes rapidement : la base de % est obtenue en mettant les valeurs propres « dans les
exponentiels », « multipliées » par les colonnes de P.

= Exemple .11 On veut résoudre :

X =x+y
Y =—x+3y

I Méthode alternative : on démontre que x est deux fois dérivables et on calcule x” en fonction de x et x'.

. . 1 1
C’est un systeme homogene a coefficients constants. X’ = AX avec la matrice A = ( | 3>

On réduit la matrice.
Comme on est en taille 2, on a directement 4 (1) = (A —2)*. Puisque A # 2L, on a que A n’est pas diagonalisable, mais
est trigonalisable.
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On sait que la matrice A est semblable a ou [ désigne un terme non nul.

2 0
0 2
Pour trouver le premier vecteur de la base qui trigonalise A, on regarde :

A-2L = <j i)

Ainsi, I’espace propre est E>(A) = Vect((1,1)). On prend donc (1, 1) comme premier vecteur.
Ensuite, on peut prendre n’importe quel vecteur colinéaire pour avoir une base, par exemple (1,0). En calculant :

(o)~ (4 5) o)
“(4)=20)-0)

on constate que le [ sera égal a —1.
Une autre idée est de chercher (a,b), tel que :

() ()

(c’est-a-dire de se débrouiller pour que le [ vaille 1). Cela donne :

G N6-0)

et on constate que (0, 1) est une solution.
On obtient donc par exemple :

1 1 2 —1
_ —1 _ _
A=PTP avecP-(1 O) etT-(O 2>

On pose donc Y = P! X, et on a facilement Y/ = TY.
En notant Y = (a,b), on obtient :

ad=2a—->b
b =2b

D’ou il existe C € R, tel que : b : t — Ce?.
On injecte dans la premicre équation (comme pour la méthode de remontée).

d =2a—Cée*

On a ici une équation différentielle linéaire avec second membre, la fonction réelle a étant I’inconnue. L’ équation homogene
est:
a =2a de solution générale t — Ke*, K € R

On cherche une solution particuliere sous la forme a : t — Kte*.

p) Ilyadonc résonance dans ce cas.

Le calcul est alors :
a(t) =Kte”
d(1) =K(1+2t)e*
d(1)—2a(t) = —Ke*

etdonc K = —C.
D’ou la forme de a :

JK €R, a:t— Ke* —Cte”

Au final, I’ensemble des solutions est :

, ¥ (—Ct+K+C)
{X.tr—>< eZI(K—Ct) >

(K,C) € RZ}

NB : K et C sont quelconques ! On a bien un SEV de dimension 2.
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% Cas d’un second membre

En exercice, on peut rencontrer des systeme linéaires a coefficients constants mais avec un second membre. Il n’y a aucun
résultat du cours sur ce point. Par contre, vous devez avoir I’initiative de résoudre le systeme homogene puis de chercher une
solution particuliere (éventuellement en utilisant le principe de superposition des solutions). Pour la solution particuliere, une
indication sera donnée ou sinon il faut chercher la méme forme que le second membre.

= Exemple .12 On veut résoudre :

® e

y=2x—y+e"

C’est un systeme a coefficients constants mais avec un second membre.
L’énoncé donne une indication : on cherchera une solution particuliere sous la forme

t—e’ <Z> (a,b) € R%.

On résout donc le systeme homogene.

@ {323

Y =2x—y

La matrice A = <g _11> vérifie : g4 = X>+X —2 = (X —1)(X +2), elle a donc deux valeurs propres (1 et —2) et est

diagonalisable. De plus :

A-DL = <_21 _12> donc (1,1) est base de Ej(A)

A+2L = <§ i) donc (1,—2) est base de E_»(A)

On obtient donc :

1 1 1 O
r=(1 L)« o=(3 )

Cela donne I’ensemble des solutions du systeme homogene :

(o)) e (1))

On cherche maintenant une solution particuliere sous la forme proposée. Cela donne le systeme :

ae ! =be!

VieR, { —be"'=2a—b+1)e!

Le systeme s’écrit :

—a=>b S a+b=0
c’est-a-dire :
—b=2a—-b+1 2a+1=0
On obtient a = —% etbh= %

Ainsi, la solution générale de (E) est :
1 1 1 5
t»—)e_t< 12>+Cle’ <1>+C2e_ t< 2) (C,) eR
! _

Exercices
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Exercice 1 Résoudre le systeme différentiel suivant :

x'=-3x+5y—5z
Yy =—4x+6y—5z
7 =—-4x+4y—3z

Correction : On écrit :

N\ (-3 5 -5\ [x
yl =1-4 6 5|1y
Z -4 4 -3 Z
-3 5 -5
Il faut alors réduire la matrice A= | —4 6 -5
-4 4 -3
-4 5 =5
Pour cela, on voitdéjaque A—l = | —4 5 —5 | Cette matrice est de rang 2, donc 1 est valeur propre avec dim(E;) = 1.
—4 4 —4
De plus : (0,1, 1) est base de E.
-5 5 =5
On voit aussi que A —2I3 = | —4 4 —5 | Cette matrice est de rang 2, donc 2 est valeur propre avec dim(E,) = 1. De
—4 4 -5

plus (1,1,0) est base de E,.
La somme des valeurs propres est 0, donc —3 est aussi valeur propre et on a :

0 5 -5
A+3L=|-4 9 -5
—4 4 0

On voit que dim(E3) = 1, de base (1,1,1).

si bien que :
01 1 1 0 O
A=PDP 'avecP=|1 1 1| etD=[0 2 0
1 0 1 00 -3

Pour résoudre le systtme X’ = AX, on change de variable en posant ¥ = P~!X, et on obtient que Y est solution de

Y1
Y’ = DY.EnécrivantY = | y, |, cela donne :
y3
Y=
Vb =2y dotyy it Aielyy 1t > Aae?yy it Aze
¥y =—3y3

avec (A1, 22,A3) € R>.
En écrivant X = PY, on obtient la forme de X :

0 1 1
X:t— )Llet 1 —{—12621 1]+ ),36_?” 1
1 0 1
On en déduit I’ensemble des solutions :
0 1 1
r— lle’ 1 —i—)l/zezz 1]+ 138_& 1 (11,12,13) € R3
1 0 1
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Exercice 2 Soit les matrices :

4 1 -3 010
A=| 8 3 =5 B=|0 0 O
-2 -1 1 0 0 8

1. Montrer que A et B sont semblables.

2. Résoudre le systeme différentiel : X' = AX.

3. Soit X : t + X(¢) = (x(¢),y(¢),z(¢)) une solution. Montrer que X est courbe plane, ie qu’il existe un plan IT de R?,
tel que : Vr € R, X(r) € II

Correction :

1. REM : On peut commencer par calculer Y4 = X?(X —8), on constate alors que A n’est pas diagonalisable car
dim(Ep) = 1 (A est de rang 2), mais que A est trigonalisable car son polyndme caractéristique est scindé. Il s’agit de
démontrer que la matrice A peut se réduire en la matrice B. Comme on I’a vu dans le chapitre réduction, il n’y a aucun
résultat du cours pour le calcul de la trigonalisation. On se sert de la réduction mais il faut construire la base « a la
main ».

On note f 1’endomorphisme de R? canoniquement associé a A. Il faut trouver 3 vecteurs (u,v,w) formant une base de
R3 et vérifiant :

flu)=0 ie Au =0 ou encore u € Ey
flv)= ieAv=u
flw)=28w ie Aw = 8w ou encore w € Eg

On peut éventuellement s’aider d’une calculatrice pour résoudre. Sinon dans A, on a la relation : C; — C, +C3 = 0, ainsi
(1,—1,1) € Ep et donc on peut prendre u = (1,—1,1).
On calcule ensuite :

4 1 =3
A-8s=|8 -5 -5
2 -1 -7

La relation n’est pas facile a trouver (la encore une calculatrice est utile) mais on constate que —5C; — 11C, +3C3 = 0.
Ainsi, (=5,—11,3) € Eg, et on peut donc prendre w = (—5,—11,3).
Il reste a trouver v vérifiant :

4 1 -3 Vi 1
8 3 -5 vl =|-1
-2 -1 1 V3 1

On résout le systeme (la matrice est de rang 2), et on constate que 1’on peut prendre : v = (1,—3,0) (il y a d’autre
solution, on prend la plus simple).

Il faut ensuite vérifier que (u,v,w) forment une base. On peut calculer le déterminant de cette famille, ou résoudre le
systéme :

ou+pBv+yw=0
en appliquant f, cela donne :
Pu+8yw =0
or (v,w) est libre (carv € Eg et w € Eg).etdonc f =0ety=0doua=0.

Enfin, la matrice de 1’application f dans la base (u,v,w) est la matrice B.
Précisément, on a trouvé :

1 1 -5
A=PBP! avecP=| -1 -3 -—11
1 0 3
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2. On effectue classiquement le changement de variable Y = P~'X.
La nouvelle inconnue Y vérifie : Y/ = BY. Cela s’écrit :

Y} 010
Yb|l=(0 00
V5 0 0 8
On résout par remontée : y; = 8y3, donc y3 s’écrit y3 : 1 — Aze8, pour A3 € R. Ensuite ¥, = 0 donc y, est constant on

note donc y; : t — Ay, pour A, € R. Enfin, y| =y, = A, d’ott y; s’écrit : y; 11— Aot + Ay
Au final :

Aot + A
Y= A (A1, 42,43) € R3
)Ge&

On utilise ensuite X = PY, ce qui donne pourt € R :

1 1 =5 Aot + A

Xn)=[-1 -3 —11 L
1 0 3 Aze®

1 1 -5

=Mt +M) | =1 |+ =3 ]+ [ —11

1 0 3

On en déduit I’ensemble des solutions :

1 1 -5
t— (Azt—l—ll) —1]14+A] -3 —|—)L3€8I —11 (11,12,13) eR3
1 0 3

3. Soit donc X une solution. Lo
1l s’agit de trouver un point A € R3 et deux vecteurs i et j de R3, et deux fonctions ¢, ¢ de R dans R tels que :

VieR, X(t)=A+o(t)T +0() ]

e
Cela montre que X est une courbe du plan IT passant par A et engendré par i et ?
Une fois le probleme posé ainsi, la solution est simple : on sait que X s’écrit sous la forme :

1 1 -5
ViER, X(1) =Mt + A1) | =1 | + 242 | =3 | + 4™ | —11
1 0 3
on écrit :
1 1 1 -5
VieR, X() =AM | =1 | +A | =3 |+ Aot | =3 | + 3% | —11
~—~ ~——
1 0/ oy \NO/ iy \ 3
A rd -2

i J

Exercice 3 Soit le systeme différentiel :

X(@t)= —x(@t)—y@)+£2+2t+3
(E) {y’(t): 2() 4 9(0) 12— 21— 1

1. Déterminer la solution générale du systeme linéaire homogene (H) associé a (E).

2. Trouver une solution particuli¢re de (E) en cherchant x et y sous la forme de polynémes de degrés 1 et 2 respective-
ment.

3. Déterminer la solution générale du systeme.
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1. Question assez longue car A ne peut étre réduite. On note :

(-1 1 w2
A<2 1) xa=X"+1

Technique 1 : on fait la réduction dans C :

A= PDP! avec P= ! . ! .
—1—i —1+1i

~(; *)

On fait la résolution classique pour obtenir I’ensemble des solutions a valeurs complexes :

(ﬁg>__Q—1—0giZi€i;;x5yﬁ> (C1,G6) e C?

On cherche ensuite les solutions réelles, vérifiant donc x(t) = x(t), cela donne C; = C,. On obtient alors facilement :

x(1) ocos(t)+ Bsin(t) )
= R
<y(t)> (ﬂacos (t—2)+V2Bsin(t— %) (@.p) €
Technique 2 :lorsque A ne peut étre réduite, on peut penser considérer (x,y) solution, vérifier qu’elles sont € et
dériver deux fois. On obtient alors facilement :

e)y=—x(r) et H'(t)=—y()
Ainsi, il existe (A,B,C,D) tels que :
x(t)\ _ (Acos(t)+ Bsin(t)
y(t))  \Ccos(t)+ Dsin(z)
Réciproquement, il est clair qu’il y a des conditions sur (A, B,C,D).
On considere donc x et y de la forme :

(1) = (st
On dérive :

(i)~ (nty )
on doit donc avoir :

<Bcos(t) —Asin(t)> _ <—x(t) —y(t)) _ (—A cos(t) — Bsin(r) — Ccos(r) —Dsin(t))
Dcos(t) — Csin(r) 2x(1) + (1) 2Acos(t) +2Bsin(t) + Ccos(t) + Dsin(z)

Ainsi :

(B+A+C)cos(t)+ (—A+B+D)sin(t)

0
(D—2A—C)cos(t)+(—C—2B—D)sin(t) =0

Comme ces deux relations doivent étre vraies pour tout € R, cela donne :

~A+B+D= 0
A+B+C= 0
2B+C+D= 0
24+C-D= 0

On écrit donc les équations pour obtenir un systeme de la forme :

1 0

O = =
_ o -
Oaw >
o

1
1
1

S O O

1
0
2
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On résout avec des opérations sur les lignes :

110 1 I
0 211 L+1
0 2 1 1 I
0 211 ls+20

On obtient ainsi un systeme de rang 2 (on pouvait s’y attendre car .#% est de dimension 2). Qui s’écrit :

A

(-1 1 0 1) B ou encore - —~A+B+D= 0
0 2 1 1 C "l2B+C+D= 0
D

On exprime en fonction de (A,B) :

D=A-B
C=—2B-D=-A-B

Au final :
{6 ()

p) Cen’est pas la méme expression mais c’est le méme ensemble.

(A,B) eR2}

2. Onécrit x(t) = at +b et y(t) = ct*> +dt + e. On dérive et on obtient le systéme :

c=1

at+d=2
b+e+a=3
—c=-—1
—d+2c—2a=-2
—2b+d—e=—1

qui donne :
x(t)=2t et y(t)=1*+1

3. On écrit alors I’ensemble des solutions.

) (x) . 2t Acos(t)+ Bsin(t) )
y‘{@>jhﬁa2m>+Q14Bﬁmm+mmmm)<Am€R
Exercice 4 Soit le systeme différentiel X’ = AX + B(r) avec :
1 2 -1 1 +4t — 612
A=|2 4 =2 et  Bit— | —2r—12¢
-1 -2 1 1+ 61
00O
1. Trouver une matrice P telle que P~'AP soit la matrice diagonale D= [ 0 0 0 |. Calculer P~'.
0 0 6

2. A T’aide du changement de fonction inconnue X = PY, écrire le systéme différentiel d’inconnue ¥ équivalent a (E).
Le résoudre et en déduire les solutions de (E).

Correction :
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1. On trouve :

1 0 1 5 -2 1
P=101 2 et Pl=—|-2 2
1 2 —1 1 2 -1

2. On regarde donc la solution 1’équation homogene : Y’ = DY qui s’écrit donc :

0
0
6y3

WS POS =~

y
Y
Y

et donc I’ensemble des solutions de cette équation est les fonctions de la forme :

A
Y:it— ﬂ,z
7L3e6t
On trouve :
4r+1
P'B=| —2¢ | noté C(z)
—612

et on cherche une solution particuliere de : Y/ = DY + C(z) sous la forme :

at* + bt
Y(t)=| ct?>+adt
et> + ft+g

REM : pas besoin de terme constant pour les deux premieres composantes, car cela revient a ajouter une solution de
I’équation homogene. Cela donne :

2at +b
Y'(t)=| 2ct+d
e’ + f
000 at> + bt 4t +1
=[{0 0 0 > +dt |+ | -2t
0 0 6/ \et?+ft+g —612
4+ 1
= -2t
et> + ft+ g — 61>

Ce qui donne facilement :

202 +1+ A
Y(t) = —12+ 1
2+ L+ g + Aae™

On en déduit X par X (1) = PY (t).

Relation de récurrence linéaire a coefficients constants
Généralités
On considere I’ensemble des suites qui vérifient une relation (R) de la forme :
(R) VneN, upp+ap1upyp1+-+ a1 +aou, =0
p—1 )
On considére alors le polyndme caractéristique P = X? + Z a; X' et I’équation caractéristique P(r) = 0.

i=0
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On considere aussi :
0 KY — KN
(un) ? (un+p+apflun+p—1 + -t ajupg +aoun)n€N

L’ application ¢ est un endomorphisme de I’ensemble des suites.
Si on note A : (uy)nen € KN — (1), € K, I'application « décalage », alors on voit que pour une suite réelle (u,) :

A2
Vk € N, AF

((”n)nGN) = (un+2)n€N
((Un)nen) = (tn-+k) nen
etdonc: @ = P(A).

I On se place dans le cas le plus simple, ou P a p racines distinctes notées r1,...,7,

Résolution de la relation de récurrence
Dans le programme, il existe deux méthodes pour traiter ce type de suite : par équation linéaire et par réduction.

+ Technique par équation linéaire
On considere toutes les suites qui vérifient (R), noté E :

E= (un)neN Vn e N, Uptp+ap_1Upip—1+ - +aiup1 +aouy = 0

On remarque que E = ker(@).
On voit que E est de dimension p, car une suite de E est entierement déterminée par ses p premiers termes. Pour le
prouver, on considere donc 1’application :

Iz KPP — E
" | (uo,...,up—1) +—— Dunique suite vérifiant (R) de premiers termes (u...,u,—1)

On constate tout d’abord que f est bien définie puisqu’une suite de (E) est entiermenent déterminée par ses premiers termes.
De plus, on montrer que f est un isomorphisme (linéaire et bijective).

* La linéarité est un peu longue a vérifier mais sans difficulté : on considere : (ug,...,u,—1) € KP et (vo,...,v,—1) € K?
ainsi qu’un a € K.
On note (u,) = f(uo,...,up—1), ie la suite de (E) de premier terme (u,...,up—1), (va) = f(vo,...,vp—1) et (w,) =

fluo+owo,...,up_1+0v,_1).
Il s’agit de vérifier I’égalité de suites : (w,) = (u,) + 0(v,). On constate qu’il s’agit de deux suites de (E), donc les p
premiers termes sont les mémes (égaux a (ug + vy, ..., up_1+ Ocvp,l)). Ces deux suites sont donc égales.

* L’injectivité se montre en vérifiant que I’'unique suite de (E) dont les p premiers termes sont nuls est la suite nulle.

* La surjectivité se montre en prenant une suite (u,) quelconque de (E) et en écrivant que cette suite est I’image par f de
ces premiers termes.

On vérifie ensuite que si r est une racines quelconques de P, alors la suite (7") est un élément de (E), car :

Vn € Nty p+ap 1tnip1+-Fairp +aor, =r"(r’ +ap 1rp 1+ +air +ap)
=r"P(r)=0

Ainsi, les suite (7]), s (75) epys -+ (rZ)neN sont des éléments de E.

On a déja montré que lorsque r1,...,r, sont distincts, alors la famille :

(et (7))

est libre dans I’ensemble des suites scalaires car : (), est vecteurs propres de I’application A associées a la valeur propre
r1. On a donc des vecteurs appartenant a des sous-espaces propres de valeurs propres disctinctes.
Cette famille est donc une base de E. Ce qui signifie que toute suite (u,) de E vérifie :

(ou,...,0p) ERP, VREN, uy = ayri + -+ + 0417,

Rp) Sidans le relation on a un second membre, alors, on a une €quation linéaire : on cherche une solution particulicre et les
suites qui vérifient (E) sont de la forme solution particuliere plus solution de 1’équation homogene.
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#% Technique par réduction

On note :
Un+p—1
X, = o ol (uy) est une suite de E
Un+1
Up

On a alors la relation :

—dp-1 —4dp-2 ... ... —do
Untp 1 0 cee Untp-1
Un+p—1
Xn-H — p — 0 1
.. Up+1
Un+1 ’ Un
0 0 1 0
=AX,

Par une récurrence immédiate, on obtient alors :
vneN, X, =A"X,

Il faut donc calculer A” pour obtenir u,, en fonction des premiers termes.
Pour cela, on va réduire la matrice A. On calcule d’abords x4 :

X+ap,1 ap—2 ... ... 4o

—1 X .

2a(X) = 0 -1X
0 0 -1 X

Il faut faire 1’opération :
Cp+ Cp+XCp 1 +X*Cpa+---+XP7Cy

pour faire apparaitre des O sur la derniere colonne : ce qui donne :

X+ap,1 ap—2 .. ... P(X)
-1 X 0
= 0 L X o
- 0
0 0 —1 0

On développe ensuite selon la derniere colonne :

-1 X
Ja(X) =(~1)"*P(x) §
-1 X

—1

=(=D)"PPX)(-1)"" = P(X)

p) 1l faut savoir refaire rapidement ce calcul : la matrice A est appelée la matrice compagnon du polyndme P et x4 = P.

Puisque x4 = P et que P admet p racines distinctes, alors la matrice A est dagonalisable.
On calcule alors P inversible et D diagonale telles que A = PDP~!, cela donne : X, = PD"P~'X,.

p ) On peut aussi utiliser Newton pour calculer A" si c’est plus facile.

En fait seul nous intéresse la premiere ligne de A" puisque I’on cherche a calculer «, donc le premier terme de X,,.
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Cela s’écrit :

Untp—1 I’? Up—1
=P p!

U, r Uuo
En développant la derniere ligne, on retrouve le résultat déja vu :
(ou,...,ap) EKP, VneN, uy = ouri +---+or,

La technique de réduction permet d’obtenir directement le terme u,, en fonction des premiers termes, alors que la technique
d’équation linéaire demande de résoudre un systeme.

Exemples
= Exemple .13 On cherche les suites vérifiant :
(R) Vn €N, up3 = 2uy 12+ Upy1 —2u,.

On pose donc :

Unio 21 -2
X, = Up+1 et A=11 0 0
Uy 01 O

etona X, =AX,.
On cherche a diagonaliser la matrice A.
On reconnait une matrice compagnon :

wuX)=X3-2X> - X42=X+1D(X-1)(X-2)

la matrice A est donc diagonalisable.
On cherche une base des sous-espace propre, chaque sous-espace propre est de dimension 1.

1 -2
Ei(A)=ker| |1 -1 0 = Vect((1,1,1))
0 1 -1
3 -2
E_ j(A)=ker| |1 1 0 = Vect((1,—1,1))
0 1
0o 1 =2
Ex(A)=ker| |1 -2 0 = Vect((4,2,1))
0o 1 =2
Ainsi, on pose :
1 1 4 1 0 O
P=11 -1 2 et D=0 -1 0
1 1 1 0 0 2
etona:
A=pPDP!

I reste & calculer P~!(par gauss-Jordan), cela donne :

(3 3 6
P = c 1 -3 2
2 0 -2
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on obtient alors :
VneN, A" = pD"P~!
apres quelques calculs :

34 (1) 203 3 (1) 642(—1)"—2mH3
A= | —3— ( ) +2n+2 3+(_1)n 6_2(_1)n_2n+2
_3+(_1) 2n+l _l)n_2n+1

w

|
—~

|
—_
~—
N
(@)

_I_

o
—~

Ainsi :

VneN, u, = é (=34 (=1 +2"" ) ur + 3 — (= 1))y + (6+2(—1)" = 2"1) )

= Exemple .14 L’exemple tres classique de la suite de Fibonnaci :

wy=u=letvn eN, u,1p =u,r1+u,

On pose X, = < tn >
Up+1
On a facilement :

X, | = Un+1 _ 0 1 Up
" Un+2 1 Up+1
01 N L
On note donc A = 1) on calcule le polyndme caractéristique :

1
wu=X'-X-1=X-9) <X+(p>
ol p = ”‘[ est le nombre d’or.
I C’est I’occasion de revoir quelques propriétés du nombre d’or : ¢ = l*f vérifie : > = @ +1,etdonc: @ — 1 = 5
La matrice A est donc diagonalisable (car elle a deux valeurs propres distinctes). On détermine le sous-espace propre

associé a @.
On cherche ensuite une solution a :

oo (0 1) ()=o)
owencore: (1 1) (2) = (9)

Comme on sait que 1 + @ = @, on constate que ( est solution.

e\Hv

On détermine le sous-espace propre associé a On cherche ensuite une solution a : AX = — fX ce qui s’écrit :

(‘i’ 1+1;,> (y) - (8)

ou encore en multipliant par ¢ pour simplifier :
1 (0} x\ (0
o o+1)\y) \O

On constate (toujours en utilisant 1 + @ = @?), que <_1q)) est solution. On obtient donc :

A:PDP_lavecD:((p 01>etP:<1 _‘p)
0 -5 o 1
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Il reste a calculer P!, le plus simple est d’utiliser la méthode d’inversion des matrices 2 x 2 :

_ 1 1 o
1 _
d _1+<p2<—<p 1)

Cela donne :
.1 1 -\ (9" O 1 o
A_1+q>2<<p 1><0 Q,i’)(—(p 1)
Puis :
X, =A"X,

c’est-a-dire :

<Mn+l> 1+(P

1 -0
o 1

GO
(00 )6
()

()

5]

1+q)2 o 1
2 (=" _1
1+q) ¢ 1 0 7

I -

hS)

e <p2
On trouve la valeur de u,, :

1 n+2 n 1
= 1)t —
1+¢? (‘p t <p">

Uy

Exercices

Exercice 5 Calculer le terme général de la suite (u,) définie par up = 1, u; = —2 et la relation de récurrence :

Vn €N, w2 = Suyi1 — 6uy,.

Correction : On écrit X, | = AX, avec X,, = <M”+l) etA = (? _06) on réduit A :

Un

w-0-ax-2 r=(1 1) o=(5 9

On obtient :

VneN, u, =—43"+52".

Exercice 6 Déterminer, en fonction de v; et vy, toutes les suites complexes (v,) vérifiant :

VneN, vyio—2v,1+2v,=0

Méme question pour les suites réelles (v,).
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. v
Correction : en posant X,, = < "+1> ona:
Vn

X1 =AX, avec A = (% _02>
Le polynéme caractéristique est :
x=X>-2X+2
on cherche les racines dans C :

x1=1-—1i xp) =141

dans C la matrice A est diagonalisable :

_ 1+i O 1+i 1-—i
_ 1 _ _
A = PDP avecl)—< 0 1—i> etP-( 1 | )

D’ou :

rer (1)

Il reste a calculer P~! (en utilisant la formule sur I’inverse d’une matrice 2 X 2) :

L =i 1+
l— —
d _2<i1—J

REM : En python :

P = array ([[1+1J, 1-1J],[1,111)
inv (P)

On continue le calcul :
(WH>_1C+i1—v<a+m 0 )(41+®
Vo ) 2\ 1 1 0 (1—0)" i 1—i
Ainsi :
1

L@:E(ou—o"—awdyﬂq+(u+0“*+(L4V“)%)

11 reste a écrire :

et de méme :
(L) (1 =)™ = (ﬂ) (2)cos (@)

Ce qui donne :

e (V3 (s (2 s () 0)
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Rappels équations différentielles linéaires

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

% Premier ordre
Exercice 1

Résoudre les équations suivantes :

y 4y =t* sur R

1
2y +y = sur |0, +oo]
ty —y=tnt sur |0, +oof

Correction : Avec la recherche de solution polynomiale, on trouve :

yit = t? =2 +2+Ae”! AER

yits A2 (@)} AER

Exercice 2 Probleme du recollement de solutions

On considere 1’équation :

f t
(E) ty +2y= 271
1. Déterminer la solution générale de (E) sur tout intervalle sur R} et R .
2. Soit f solution de (E) sur R.
(a) Donner I’expression de la restriction de f A R} eta R, .
(b) A quelle condition f est-elle continue en 0?
(c) Les fonctions obtenues sont-elles dérivable en 0 ?
3. Donner les solutions de (E) sur R.

Correction :
1. On trouve dans les deux cas :

S = {t»—> tlz(t—arctantjt?t)‘l GR}

(dans le premier cas, il s’agit de fonctions de R, dans R et dans le deuxiéme de fonctions de R, dans R, bien marquer
la différence)
2. (a) Lafonction f s’écrit nécessairement sous la forme :

L(t—arctant+1) six>0
fixr—{ L(r—arctant +u) six<O0 avec (A,u) € R?

~

~

=)

six=0
car elle est solution sur R et R} .

(b) Pour que f soit continue en 0, il faut que A = u =0.
Il faut ensuite vérifier que cela suffit. Pour cela, on écrit :

1
arctant =1 — §t3 +o(t?)
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et donc On a bien f continue en 0. Finalement, f s’écrit donc nécessairement sous la forme :

Fixro t%(t—arctant) six#0
X
0 six=0

(c) Il'y atrois idées :
¢ le taux d’accroissement,
¢ le théoreme de la limite de la dérivée,
* I'utilisation de développement en série entiere.
Le plus simple est le taux d’accroissement, qui donne directement :

—f(0 1 1
f(ti_g() = t—3(t — arctant) 3

Ainsi, f est dérivable en 0
3. Au final, on a une seule fonction solution :

S =it l%(t—arctant) six#0
- . 0 six=0

% Second ordre
Exercice 3 Résoudre :

y//+y/+y:t2+ez y"+2y'+y:e_t y”—|—4y’—|—y:e_tcost

Correction 1 : en cherchant une solution sous la méme forme que le second membre :

S = {t +—>t2f2t+%et+e_%t (acos (?t) + B sin (ft))

Correction 2 : On a une résonance d’ordre 2 :

S = {t|—> (;t2+[3t+a) e’

(a,B) G]Rz}

(a,B) 6R2}

Correction 3 méthode 1 : Pour 1’équation homogene, on a la solution générale :
t— qe VI L B2V (g B) € R?
On peut ensuite passer en complexe et résoudre :
V! 44y 4y = el 14

1 =3_:2
3 =1l On trouve alors

On cherche une solution sous la forme yc : 7 — Cel~11)" avec C € C. On trouve alors C =

une solution particuliere de E en prenant la partie réelle de yc :

-3 2
yo:t—re ! (13 cos(r) + e sin(t))

Correction 3 méthode 2 : On cherche une solution sous la forme e (¢ cos(¢) + f sin(z)). On trouve alors le systéme :

—3a+28=1
—2a-36=0

On obtient la mé&me solution particuliere.

* Changement de variables
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Exercice 4 Une équation non linéaire

Soit f une fonction de classe ¢! sur |0, +oo| telle que :
® el 10 =7 (3)

1. Montrer que f est de classe ¢ sur |0, 4-oo|.
2. Montrer que f est solution de I’ équation différentielle :

(E) %’y +y=0sur]0,+eo

2

Résoudre 1’équation (E) en utilisant le changement de variable : x = exp(7).
4. Déterminer toutes les fonctions f définies sur ]0,+oo[ vérifiant (R)

Correction :

1.

2.
3.

4.

x—f (%) est ¢! par composition (2 détailler) donc f’ est ! donc f est €>.
(en fait, on peut montrer par récurrence que f est de classe €.
Simple calcul en utilisant f(x) = /' (1).

1
X
On utilise la méme technique en considérant f solution et en posant z : t — f(e€').
Les calculs donnent :

=7 +z=0
Les racines de 1’équation caractéristique sont :

1+ivV3 1-iV3

2 2

Ainsi, z s’écrit sous la forme :

Zit—e? ((xcos (;r) + Bsin <;;))

et donc :
Fixr—/x (acos (;m(x)) +Bsin (;ln(X)»

Il reste ensuite a vérifier que ces fonctions sont bien solution de x?y” +y = 0 pour toute valeur de (a, ).
Soit f vérifiant (R). Comme on I’a vu f s’écrit :

frix—/x <occos <;ln(x)> + Bsin <;1n(x)>>

On calcule alors f’(x) et on compare 2 f (%) On constate que f est solution si et seulement si o = /33

Exercice 5 On considere I’ équation

(E): Y'-x'+y=0.

Soit y une solution de classe € sur R.
1. Montrer que si y est solution de E sur R alors y est de classe € sur R et y”’ —xy” = 0.
2. Résoudre E.

Correction :

1.

2.

Soit donc y solution sur R, on a alors :
Y'=xy—y

donc y” est €', puis y est € et on peut dériver :
V' =y —xy 4y =0iey" —xy" =0

2
. . . . .. . , . X2 .
Ainsi, y” est solution d’une équation linéaire du premier ordre. On en déduit y” : x — Cje7, puis :
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Exercice 6 Changement de variables puis probléme de recollement

On considere 1’équation différentielle :
(E)  *y'4+4ty +2y=1 sur R

1. Trouver une solution constante solution de I’équation.

2. En posant z : x — y(e*) déterminer une solution de (H) sur |0, +-co].
En déduire I’ensemble des solutions sur |0, 4.

3. Déterminer I’ensemble des solutions de (E) sur R.

Correction :
1. Ontrouve y:t+— %
2. Bien penser a raisonner par analyse / synthese, c’est le plus simple et a peine plus long que par équivalence.
On considere y solution de (H) sur R} et on note z la fonction définie sur R :

Vx e R, z(x) = y(e")
Vt >0, y(t) = z(Inr)

On dérive alors I’une des deux relations (il faut savoir faire les deux) : ce qui donne que z est solution de :
'+37+2z=0
On sait alors que z s’écrit sous la forme :
z:xr> Ae "+ Be avec (A,B) € R?
ce qui donne que y s’écrit :
yit— A + l
N

Il reste a vérifier que toute fonction y sous cette forme est bien solution de (H)
3. L’ensemble des solutions de (E) sur |0, +oof est :

A
{y t= =+ +2‘AB €R2}

On constate que sur | — o, 0[, la fonction 7 — 2 est solution particuliere, et les fonctions 7 +— Lets =3 ! forment un
systeéme fondamental de solution de I’équation homogene. On peut donc dire que 1’ensemble des solutlons de (E) sur
R, est:
A
{y t ot +2‘AB GRZ}

On cherche maintenant des solutions sur R. Considérons donc y solution sur R, alors y est aussi solution de (E) sur R}
et R* . ainsi :

(A,B,A' B eR* Vi #£0, y(1) = {/g, Y

de plus y(0) = 1

Comme on Veut y continue en 0, on doit avoir A = A’ = 0 et B= B’ = 0. Ainsi, y est la fonction constante égale a 2.
Cette fonction est bien solution, donc I’unique solution est ¢ — 5.

NB : le thm de Cauchy n’est pas valable.

Exercice 7 On considere I’équation différentielle :
(H): ay" +2y —y=0

1. Déterminer la solution générale de (H) sur |0, +oo[ & ’aide du changement de variable : z(x) = y(x?).
2. Déterminer la solution générale de (H) sur | — oo, 0[.
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]
Correction :
1. Analyse : On considére donc y solution de (H) sur |0, +oo[ et on pose z : x — y(x?), ie y : # = z(1/). On dérive :

7 (x) =2xy(x%)
() =2y (2) +42 ()

Comme y est solution de (H), z est solution de :
7'—z=0

Ainsi :
3(A,B) € R?, z: x+ Ach(x) + Bsh (x)

(On peut aussi laisser les solutions sous la forme Ae* + Be™*). Ainsi, on obtient la forme de y :
y:t— Ach (V1) +Bsh (V1)

Synthese :on peut raisonner sur la dimension ou vérifier que ¢ — ch (\/f) ett — sh (ﬁ) sont solutions. On obtient :
7 ={y:1> Ach (Vi) + Bsh (V1) |(A,B) € R*}

2. On proceéde de méme en considérant y solution et en posant z : x +— y(—x2). On vérifie alors que —z” —z = 0. Donc :

3(A,B) € R?, z: x> Acos(x) + Bsin(x)

Ainsi, on obtient la forme de y :
y it Acos (v/—t) + Bsin (v—1)

On procede de méme pour la synthese.
On obtient :

S = {y :t+— Acos (v/—t) + Bsin (v/—1) ‘(A,B) € ]Rz}
Rp) On pourrait chercher une solution valable sur R.

Exercice 8§ On considere I’équation différentielle sur I =|0, +oo] :
(E) 2y —ty +y=1—Int

On note (H) I’équation homogene associée.

1. Chercher une solution yy de (H) sous la forme 7 — * avec o € R.

2. Chercher la solution générale sur I de (E) en posant y = yoz avec z une fonction deux fois dérivables sur /.
3. Déterminer I’unique solution f de I’équation (E) vérifiant f(1) = f'(1) =0

Correction :
1. On cherche o, on a:

cela donne :
(a(a—1)—a+1)t*=0

soit (¢ —1)? = 0. On trouve donc & = 1.
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2. On considere y solution de (E) qui s’écrit sous la forme y(t)

y(1) =z f)+ (1)
y'(t) =27 (t) +t7"(¢)

On obtient alors :

1—In(t) = 37" (¢) + 122 (t)

ainsi, 7' vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1 :

1 —In(z 1
(e) t3()=y’+ty

=1tz(t) pour t > 0. Cela donne :

On résout cette équation linéaire de degré 1. Les solutions de 1’équation homogene sont de la forme ¢ — %

A1)

On cherche une solution sous la forme y(r) =

1 —In(z)
Ce qui se calcule avec une ipp :
In(z
Alr) = “t( )

puis les solution de (e) sont les fonctions de la forme :

Hln()—i-);pourle]l%

on intégre (on sait qu’une primitive de ¢ —> 1;1% estt — —@ —

In(r)+1

2t Arn(r) — +h  (ALk) ER?

On en déduit les solutions :

yit— Aitln(t) —In(t) — 1+ (A1, 1) € R?

s cela donne :

%), ainsi z s’écrit sous la forme :

Il reste & vérifier que 1’on a bien toutes les solutions (il pourrait y en avoir qui ne s’écrive pas sous la forme ci-dessus).

. . . . . . . }
Il y a plusieurs raisonnement possibles, on peut par exemple dire que si y est solution, on note z : 7 — =

Y1) et reprendre

le raisonnement ci-dessus. Le plus simple est de vérifier rapidement que : 7 — —In(¢) — 1 est solution particuliere et
que 7 — ¢ et t — ¢1n(¢) forment un systeme fondamental de solutions de (H).

On a bien alors I’ensemble des solutions.
3. Ontrouve f:t— —In(r) — 1 +1¢

Exercice 9 Résoudre
(E) (14" +2ey + (2" +1)y =

en posant z(x) = (1+¢€%)y(x).

Correction : Soit y solution, on pose donc z comme dans 1’énoncé :

2(x) =(1+¢)y(x)
Z(x) =(1+€)y (x) + ey (x)
Z"(x) =(1+¢")y" (x) + 2" (x) + €'y (x)

On voit que z est solution de :

(E2): 7 +z=xe"
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On cherche une solution particuliere sous la forme :
z2(x) = (ax+b)e*
7(x) = (ax+b+a)e*
7' (x) = (ax+b+2a)e*
cela donne :
1
2a=1 =— th=——
a a=3 e
D’ou :
1
I(a,b) € R?, z(x) = acos(x) + bsin(x) + E(x— 1)e

On en déduit I’expression de y.
11 faut ensuite faire la réciproque rapidement.

Exercice 10 Résoudre (x+1)y” — (x+2)y'+y=0enposantz=y—y'

Donner les solutions sur R de cette équation.

Correction :
On considere donc y solution sur | — 1,+oco[, et on pose z=y—y'.
On a alors :

z=y—y7 = y =y
Ce qui donne :
—L(x+ 1)+ : —(x+ D +z=(x+1)y" = (x+2)y +y=0
Ainsi, z est solution de :
—(x+1)7+z
On en déduit que z s’écrit sous la forme :
zix— Ax+1)
et donc que y vérifie y—y = A(x+ 1). On résout cette équation :
I = Vect (x — ¢€¥)
solution particuliere sous la forme y =ax+b,y =adoncax+b—a=A(x+1)a=Aetb=2A.d ot laformedey:
yix>—1r——Cef+A(x+2), (C,A)cR?
On proceéde de méme sur | —eo, —1[, on constate que les calculs sont les mémes :
yix< —lr—Ce"+A(x+2), (C',A) eR?
Soit maintenant y solution sur R entier, alors y s’écrit :

Cef+A(x+2) sit>-—1
yere {C’ex+k’(x+2) sir<—1
Pour la continuité en —1, cela donne :

Ce'4+A=Ce 41

Pour la continuité de la dérivée en —1, cela donne :
Ce'l4+1=Ce 41

Pour la cotinuité de la dérivée seconde en —1, cela donne :
Ce ' =Cle!

D’ou C =C"et A = A'. Il reste a vérifier que I’équation est bien vériifié en —1, ce qui est bon car y(—1) = y'(—1). Ainsi, les
solutions sont :

S ={x—Ce+A(x+2)}
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#% Systémes différentiels
Exercice 11 On considere 1’équation

(E) Y =4 +3y=1e"

—_

Ecrire I’équation (E) sous la forme d’un systéme différentiel d’ordre 1 : X’ = AX + B(t).
Résoudre le systeme homogeéne X' = AX.

En déduire I’ensemble des solutions de I’équation homogene : ¥y — 4y’ +3y =0

3. Soit z I'unique solution de (H) vérifiant z(1) = e et z(0) = 1.

On pose y = kz ot k est une fonctions réelle de classe € sur R.

Montrer que y est solution de (E) si et seulement si kK’ est solution de :

b

(E") ¥ —2x=te

4. Résoudre (E') et en déduire I’ensemble des solution de (E).
5. Retrouver ce résultat en cherchant une solution particuliére de (E) sous la forme : ¢ +— (ot 4 )e?

Correction :
1. 1I suffit d’écrire :

() -6 90)(&)

2. Classiquement, on réduit la matrice A qui est diagonalisable.

_ 1 (1 0 (11
A = PDP avecD-(O 3 et P= 13

On en déduit :

S = {y:tr—>ae’+ﬁe3’

(a,B) ERZ}

3. C’est en fait la méthode de variation de la constante qui est proposée.
On pose donc y = ke', ce qui donne :

!

y =ke

Y =(k+k)e

y// :<k//+2kl+k)el
y//_4y/+3y :et(k”—Zk’)

Ainsi, en raisonnant par équivalence, on voit que y est solution de (E) si et seulement si k" est solution de (E’).
4. On résout alors (E’).

S = {x:tr—>7LeZt

Ae R}
Pour solution particuliere, on cherche sous la forme :

x:t— (ot +B)é

Cela donne :
x(t) =(ar+p)e
X (t)=(ar+ B+ a)
X(t)=2x(t) =(—at+oa—B)e

Ainsi, & = —1 et B = —1. On en déduit les solution de (E') :

S = {x:t»—)le%—(t—l—l)e’

AER}
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Soit y solution de (E), alors y peut s’écrire sous la forme y : ¢ +— k(t)e' avec k de classe €. Ce point est essentiel et
doit apparaitre. D’apres ce qui précede, k' est alors solution de (E’). Ainsi, on peut écrire :

AL ER, VtER, K (1) =Ae* — (1 +1)e

On cherche alors une primitive de re’ par IPP :

t t
/ue”du:[ue”]g—/ e"du
0 0

=te' —e' +1

Ainsi, une primitive de ¢ — re’ est t — (t — 1)e’ et donc une primitive de ¢ — (r + 1)é’ est t — te'. On peut alors
intégrer :

A
3CeR, LR, Vt R, k() = 5(32’ —te' +C
On en déduit la forme de y = ke’ (en changeant les notations) :
3(A,B) € R?, y: 1 — Ae® — 16 + Be!

Réciproquement, on vérifie que toute fonction de cette forme est solution dans une analyse.
5. On cherche donc une solution particuliere de la forme :

yite (a4 p)e*

Cela donne pourt € R :

(1) =(ar +B)e*
V() =(a+2at+2pB)e*
= Qo+ (o +2B))e*
y'(t) = (o4 4at +2(o+2B)) e
=(dat +4a+4B)e*

En faisant /3 — 41, 4 311, on obtient :
e =(—or —p)e*

d’oli on peut prendre o = —1 et 8 = 0, et donc la fonction t — —te? est solution particulire.
On retrouve le résultat en ajoutant les solutions de 1’équation homogene.

#* Equations différentielles et développements en série entiére

Exercice 12 Chercher les solutions DSE de I’équation diftérentielle :
ny// +y/ —y=0

puis les exprimer a I’aide des fonctions usuelles.

Correction :
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On considere f solution DSE de 1’équation sur | — r, 7[. On écrit :

o0
flx) = Z anx"
n=0
Joo

~+oo
f(x)= Z nax" ! = Z (n+1)ay1x"
n=1

n=0

+o0
£/ = ¥ a0+ a0
n=0

+oo +oo 400
2xf”(X) +f/(x) —flx) = Z 2n(n+1)ap1x" + Z (n+Dapp1x" — Z a,x"
n=0 n=0 n=0

~+oo
- Z (2n(n+1)ap41 + (n+ Daps1 —an) X"
n=0

- f (n+1)2n+ a1 —an)x"
n=0

D’ou la relation :
VneN, (n+1)2n+1)ays1 —a, =0
ce qui s’écrit :

Ay

(n+1)(2n+1)

et donc : a; = agp, et on obtient :

VneN, a4 =

n

(2n)!
On calcule le rayon par d’alembert. On obtient un rayon oe.
Pour x > 0, on obtient :

f(x) =aopch (@)
Pour x < 0, on obtient :

f(x) =agpcos <\/—72x)

vneN, a,= ap

Exercice 13 On considere 1’équation différentielle suivante pourz €] — 1, 1] :
(H): (1—12)y" =2ty +2y=0

1. Déterminer les solutions développables en séries entieres de 1’équation différentielle (H).

2. Apres avoir calculé les rayons de convergence des séries entieres correspondantes, exprimer ces solutions a 1’aide de
fonctions élémentaires.

3. A-t-on toutes les solutions de (H) sur | — 1,1[?

Correction :
1. Soit f développable en série entiere sur | — r, 7| avec r > 0 et solution de (H). On a alors en dérivant :

+o0
flo)= Zant"
n=0

oo
f(t)= Z na,t" !
n=1
~+oo

') = Zzn(n —1a,"?
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An faisant (1 —t2)l3 — 2tl, + 211, on obtient :

oo oo +oo too
0= Z n(n—1)a,t" % — Z n(n—1)a,t" -2 Z napt" +2 Z ant"
n=2 n=2 n=1 n=0

= Z (n+2)(n+1)ay2t" — Z nn—1)aut" -2 Z na,t" +2 Z a,t"
n=0 n=2 n=1 n=0

~+oo
= (2a2 4 2ap) + (6asz —2a; +2a;)t + Z ((n+2)(n+ 1)ayt2 —n(n—1)a, — 2na, +2ay,)t"
n=2

Ainsi par unicité du DSE :

ay =—ap,  a3=0,
Vn>2, (n+2)(n+1)aps —n(n—1)a, —2na, +2a, =0

La derniere ligne s’écrit :

Qpso :m (n* +n—2)a
1
“wramrn e Da
=1
(n+1)"

on en déduit : Vp € N*, ap,,1 = 0. NB : il faut bien remarquer qu’il n’y a pas de condition sur a; (les fonctions de la
forme 7 — a,t sont solutions !).
On calcule ensuite les termes pairs en fonction de ay :

a) =—aop
1 1

a4y =—ar) = ——a

4 3 2 3 0
3 1

616—504— 5610
5 1

ag =—ag = ——=a

8 7 8 7 0

on doit donc démontrer par récurrence la relation :

1
— a
2p—17°

Vp eN, axp =

C’est vrai pour p =0 (et p = 1 aussi au passage). Si c’est vrai pour un p fixé, alors :

2p—1 1
DQpr2 = ;;jazp = _2p+ 1610 avec HR

On obtient au final I’écriture de f :

1P

o0
Vvt € R, f(l‘) =ap+ait—ay Z

~+oo
1‘217 =ait—ay Z
p=1 p=0

2p—1 2p—1

ap et a; étant quelconque dans R.

2. Le rayon de convergence de ¢ — a;t est infini (c’est un polyndme). Le rayon de convergence de f — ;:0 ZP%IIZP est
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1. On sait de plus :

REa |
In(14u) = Z (— 1)kt
ohk+1

1

s
= k+1
k pair

In(l —u) —In(l+u) =

+o0
1 t2p+1

=2y —
E)Zp—i—l

3. On a trouvé deux solutions qui forment une famille libre :
t—tett—

(ie un systeme fondamental de solutions).
Comme % est de dimension 2, on sait que toute solution est combinaison linéaire de ces deux solutions.
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Quelques rappels de géométrie

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

Géométrie du plan affine

Définition .11 Le plan affine P est défini formellement comme un ensemble caractérisé par 1’existence d’une application

PxP — R?
{(A,B) s AB

qui vérifie :

* Pour tout point O du plan P et pour tout vecteur o € R?, il existe un unique point M de P tel que 0—]\>4 = U, ie une
fois choisi une origine I’application M +— OM est bijective de P dans R?, donc P s’identifie & R? une fois choisie
I’origine.

* Quels que soit les points A, B et C du plan P, on a la relation de chasles :

AB+BA=AC

Les éléments de P sont appelés des points.

Ainsi, dans le plan, la seule opération possible est de combiner deux points pour faire un vecteur : si A et B sont deux
points, on peut créer le vecteur AB. On peut ensuite agir sur ce vecteur. On a par exemple :

V(A,B) e b, A=B <— AB=0
On définit I’opération « point plus vecteur » par :

VM € PYU € R2, M+ U est I’unique point P tel que m =

#* Distance
En utilisant la norme euclidienne dans R?, on peut poser une structure d’espace métrique sur le plan affine.

On définit la distance entre deux points A et B comme la norme euclidienne du vecteur ﬁ Cela permet de munir le plan
affine d’une structure d’espace métrique.

Notation .2. On note AB la distance entre les points A et B.

#* Angle, angle orienté
On peut aussi une fois que I’on a orienté ’espace, mesurer 1’angle entre deux vecteurs dans R? et donc 1’angle entre trois
points.

Définition .12 On munit R? d’une base orthonormale 2 directe.
Soit (A, B,C) trois points du plan affine P, on définit une mesure de I’angle orienté ABC comme le réel 6 vérifiant :

<@,R> =AB-AC.cos(0)
det (E,R) — AB-AC.sin(6)

R) On rappelle que dety (1@71@) ne dépend pas du choix de Z (a condition que 4 soit orthonormée directe).

% Equation d’une droite

Définition .13 Une droite D est une partie non vide du plan tel qu’il existe un vecteur W € R2, non nuls, et un point A tel
que :

M € 9 < AM et i sont colinéaires.
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I On parle de la droite passant par A et de vecteur directeur .

On remarque que par deux points distincts A et B passe une unique droite : c’est celle passant par A et dirigé par le vecteur
AB.

Il n’y a bien évidement pas unicité du vecteur directeur, en effet, on peut remplacer u par un autre vecteur colinéaire non
nul.

. . X . v
Pour une droite passant par un point A <yA> et dirigé selon un vecteur V= (vx) ona:
A Y

—
M <;C> €9 <= AM etV sont colinéaires

s IER, AM=LV
— WMer " :xA+/lvx.
Yy =yatAvy

On obtient I’équation paramétrique d’une droite passant par A (§A> et dirigé par un vecteur V= (vx > :
A

Vy
g={ (%t rery.
y+Av,
Pour déterminer 1’équation paramétrique d’une droite passant par deux points A et B, on applique ce qui précede au point A et
au vecteur directeur BA.

= Exemple .15 Pour le cas de A G) etB (_02

Une représentation paramétrique de la droite passant par A et dirigé par W est:

M<x>e@ — erR,{x :1+/1.
y y =2-2

) deux points du plan et le vecteur V= <_1 1> .

Une représentation paramétrique de la droite passant par A et B est :

M<x>e@ — JeRr, " :1_/1.
y y =2-4A

* Equqtion cartésienne d’une droite

< . P . - . . X . %
Pour déterminer I’équation cartésienne de la droite D, passant par le point A (yA> et de vecteur directeur vV = <vx > ,
A y
on utilise le déterminant, en effet :

—
M <$> €9 <= AM etV sont colinéaires

X—XA Vx
Y—=Yb Vy

= vyxr—xa)—v(y—y) =0
—

VyX — VY — VyXpg +vyp = 0

()

Ainsi, toutes les droites du plan admettent une équation cartésienne du type :

VyX — VY — VyXa +Vxyp = O}

ax+by+c=0.

(avec (a,b) # (0,0)).
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. b
Un vecteur directeur est :v = < >

Il n’y a pas d’unicité de I’équation cartésienne. puisque ax+by+c=0< A(ax+by+c) =0.

En particulier, on peut utiliser deux normalisations :

* Sia# 0, on peut supposer que @ = 1, sinon,onaa =0etb = 1.

* On suppose que a”+ b*> = 1, i.e. le vecteur directeur est de norme 1.

Pour se souvenir rapidement de comment obtenir une vecteur directeur a partir de I’équation cartésienne, il faut se souvenir
que si un point M(x,y) € P, alors le point (x+ vy, x+v,) doit aussi appartenir a P, donc il faut a(x+v,) +b(y +vy) +c =0,
ce qui donne en développant : av, 4 bv,, = 0. Tous les vecteurs directeurs de la droite D satisfont cette équation. En effet, elle
est équivalentes a

NPT A b .
C’est-a-dire a( x) et( > sont colinéaires.
Vy —da
On n’a pas besoin de considérer a part les cas d’une droite verticale (cas ou a = 0), ou horizontale (cas b = 0). Pour
déterminer I’équation de la droite qui passe par les deux points A et B, on applique ce résultat au point A et au vecteur AB.

= Exemple .16 Soient A <;> etB <_02> deux points du plan et le vecteur V= <_1 1) .

La droite passant par A et dirigé par V est déterminé en utilisant :

Et la droite (AB) par :

X x—1 1
M(y)e@ — y—2 4
— 4x-1)—(y—2)=0
— 4x—y—-2=0.

o

+# Vecteur normal & une droite

Définition .14 Soit Z une droite du plan P d’équation cartésienne ax+ by + ¢ = 0, et soit ﬁ le vecteur (a,b). Enfin soit A
un point quelconque de Z. Alors :

9= {M e P’Hﬁﬁ}.

Réciproquement, si A est un point quelconque de P et ﬁ un vecteur (a,b) non nul, alors I’ensemble des points M tel
que AM J_ﬁ est une droite passant par A et qui admet pour équation cartésienne ax + by + ¢ = 0, pour un certain ¢ € R.

Démonstration. Avec des notations évidentes, on a :
axa +bys +c=0donc c = —axs — bya.
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On a alors :

M<;> €9 <= ax+by+c=0

< ax+by—ax; —bys =0
< a(x—x4)+b(y—ya)=0

= (00 () =0
y—ya b

e AM-N =0

s AMIN

Sur I’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0, on peut lire directement :

. —b
« un vecteur directeur v = < B >,

a
b b
* dans le cas général, deux points de la droite :

e un vecteur normal : ﬁ =

o

M, < OC> (intersection avec I’axe horizontal) et M <_()a>
)

(intersection avec 1’axe vertical)

R A retenir : si (a,b) est un vecteur, alors (—b,a) est un vecteur orthogonal, de méme norme (en plus dans le sens direct).

% Projeté orthogonal d’un point sur une droite

Proposition .40 — Définition du projeté orthogonal. Soit M un point du plan et Z une droite, alors il existe un unique
point H, tel que MH est colinéaire au vecteur N (normal a 2).
C’est le projeté orthogonal du point M sur la droite .

Démonstration. On choisit un point A quelconque, un vecteur directeur U de 2, et N} un vecteur normal.
. . —
La famille (7, ﬁ) est une base de R?, donc il existe o et 3, tel que AM = ol + ﬁﬁ
Le point H définit par H = A + o il vérifie alors les propriétés demandées. |

Bien entendu, H est le point de 2, le plus proche (au sens de la distance euclidienne) de M. Puisque si A est un autre
point de &, alors :

— —
(AM)? = | AM |2 =||AH + HM||

— —
=||AH >+ | M|
>||HM|? = (HM)?

Définition .15 Soit M un point du plan et & une droite, on note H le projeté de M sur 7.
La distance du point M a la droite & est alors la longueur du vecteur MH.

Proposition .41 — Expression de la distance. Soit M <)yc> un point du plan et & une droite d’équation ax+ by +c =0,

alors la distance du point M a la droite & est :

B |ax + by + c|

d(M(x,y),7) W
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. .y —
Démonstration. Avec les notations précédentes, on a : AM = ad + ﬁﬁ. et donc

d(M(x,y),2)=|B| HﬁH

or puisquem = a7+[3ﬁ, ona:
2
(a- W) =8|
Ainsi :

1 —

d(M(x,y),?) =7—== ‘<AMﬁ>‘

7]

= (V)]

Il reste donc a calculer :
—
<AM : ﬁ> =a(x—x4) +b(y—ya)
=ax+ by —ax, — by,
orcomme A € Y, ona: ax, +by,+c =0, ainsi :

<mﬁ> =ax+by+c

d’ou le résultat. |

* Equation d’un cercle défini par son centre et son rayon

Définition .16 Le cercle % de centre Q <§0> et de rayon R est I’ensemble des points M du plan tel que : QM = R.
0

On adonc :

MC) € <= QM=R

— \/(x—xo)2+(y—yo)2 =R
= (x—x0)’+(—y) =R

I C’est I’équation cartésienne d’un cercle.

On peut donc facilement passer du centre et du rayon d’un cercle a une équation cartésienne.
Réciproquement, si on considere une équation du type : x> + y*> + ax+ by + ¢ = 0, alors il existe un seul cercle € tel que :

o {u()

Pour calculer le centre et le rayon, on développe comme le début d’un carré :

x2+y2+ax+by+c:0}.

a\? b\? a*  b?
Py daxtbyte=0 < (x—i——) —i—(y—l—) +c————=0

2 2 4 4
— QM =R
. 7z 2 2 N e 2 z .
Avec Q le point de coordonnées (— 5 —g), etR> = —c+ T+ %. Dans le cas, ou cette quantité est négative (et donc R

n’existe pas) le cercle est vide, si R = 0 le cercle est réduit au centre, sinon ¢’est un vrai cercle.

= Exemple .17 Soit le cercle d’équation : €' : x*>+y?> +4x—6y—3=0,0ona:x*>+y* +4x—6y—3 = (x+2)> -4+ (y—
3)2-9—-3=(x+2)*+ (y—3)?—16. C’est donc le cercle de centre Q(—2,3) et de rayon 4. .

Pour trouver I’équation cartésienne d’un cercle dont le diamétre [A, B] est donné, on utilise le fait que :
— = — —
Me¥€¢ < AM.1BM <= AM-BM =0.
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Démonstration. En effet, si on note I le milieu du segment [AB], et r tel que AB = 2r, soit alors

— —
AM-BM = (Al+IM)-(BI+IM)
= = = =
= ||IM|>+AI-BI +IM - Al + BI
=0
AB|?
I
o2 - 2
= |1
Ainsi, I’ensemble des points qui vérifient AM - BM = 0 est ’ensemble des points qui vérifient |[IM| = r. ]

#* Equation paramétrique d’un cercle
Soit % un cercle de rayon R et de centre Q, on a alors :

M<;‘> €4 «— QM=R

s 3J0EcR, OM = (RCOSG)

Rsin 0

x =xp+Rcos@

<~ dOeR, )
y =Yo+Rsin0

D’ou I’équation paramétrique du cercle € :

= R
@ - {x((—)) Xo+Rcos 6 P

y(0)x =yo+Rsin@ ’

Droites et plans de I'espace

On définit 1’espace affine de la méme maniére que le plan affine : ¢’est R avec un choix de I’origine.

# Vecteur directeur d’'une droite, représentation paramétrique

Définition .17 Soit A un point de I’espace E et 7 un vecteur de R3. On définit alors la droite & passant par A et de
vecteur directeur i/ par :

McY < AM et 7 sont colinéaires.

En adaptant la démonstration faite dans le cas du plan, on obtient la représentation paramétrique d’une droite de
I’espace :

XA + Auy
D =M | ya+Au, 'AER
ZA+Auz

#% Base d’un plan, représentation paramétrique d’un plan

Définition .18 Soit A un point de ’espace E, o et V deux vecteurs de R3 non nuls et non colinéaires. On définit alors le
plan IT contenant A et de base i/ et v par :

XA+ Auy + vy

M= M| ya+Auy+puvy '(l,u)ERz
za+ Au, + Uy,

#* Vecteur normal a un plan, équation cartésienne d’un plan obtenue a I'aide d’un vecteur normal
Proposition .42 Soit IT un plan et A un point de IT, alors il existe un vecteur noté ﬁ de R3, tel que :
—
Mell — AMLN

Le vecteur ﬁ est alors un vecteur normal au plan.
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De plus, si on note ﬁ = (a,b,c) les coordonnées de ﬁ alors IT admet une équation de la forme :

X
M= M|y
Z

ax+by+cz+d=0.

C’est une équation cartésienne du plan IT.
Réciproquement, si N = %a, b,c) est un vecteur non nul de R3, et A un point quelconque de 1’espace, alors 1’ensemble

des points M tels que m 1

pour un certain d € R.

est un plan passant par A et qui admets une équation de la forme : ax+ by +cz+d =0,

Démonstration. On considere o et V une base du plan IT et on note ﬁ =UANYV.
Ainsi, (7, 7, ﬁ) est une base de R3.

tout vecteur X de R3 s’écrit de maniére unique sous la forme :

Y =aud+pV+ avec (a,B) € R%.
IN 2
On a alors :
* —
M|y|ell <= 3A,u)eR> AM =AW +u"v
Z

— —
= AM.N =0 <= AMLN.
En utilisant les coordonnées, on obtient 1’équation cartésienne :

X
M|y]|ell @mj_ﬁ
Z
@m N=0
X—Xxa a
<~ |y—ya| |b]=0
Z—7ZA c
< a(x—xa) +b(y—ya)+c(z—24) =0
< ax+by+cz— (axa +bys+cz4a) =0
< ax+by+cz+d=0
en notant d = —(axa + bya + cza).
Réciproquement, soit ﬁ est un vecteur non nul de R3, on a admis que 1’on peut trouver U etV tels que

7J_ﬁ VJ_N) 7 et V non colinéaires.

-1z . , X
Considérons alors un point M de E de coordonnées <y> , on a alors

—

— N -AM
AM=ad +BV +y= N pour un certain couple (a, ) € R2.

ik

Ce qui donne :

AMLN <= 3(a,B) eR%, AM = il + B
<= M € I le plan passant par A et de base (7, V).

De plus,ona:

. X — XA a
AMIN <= |y—w|-[b] =0
Z—7ZA c
< ax+by+cz— (axa+bys+cza) =0
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On a donc démontré qu’une équation du plan IT est : ax+ by + cz+d pour un certain d € R.
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Exercices

Fonctions continues par morceaux

Intégrale d’une fonction contfinue par mor-
ceaux sur un segment

Intégrales généralisées

Intégrales absolument convergentes et
fonctions intégrables

6 — Intégration sur un intervalle

Dans ce chapitre, on considere une fonction f de la variable réelle a valeurs dans R
ou C.

I Fonctions continues par morceaux
I.1 Fonctions continues par morceaux sur un segment

Définition 1.1 — Fonction continue par morceaux sur un segment. Soit [a, b]
un segment de R. On dit qu’une fonction f : [a,h] — R (ou C) est continue par
mMorceaqux sur le segment [a, b, si il existe une subdivision finie de [a,b] :

a=xp<x1<--<x,=b
telle que :
Vk € [0,n— 1], f est continue sur |xy, x|
et admet une limite finie a droite en x; et une limite finie a gauche en x;. .

Notation I.1. On note € .# ([a,b],K) I’ensemble des fonctions continues par morceaux
sur a,b] a valeurs dans K.
La subdivision ¢ est notée 6 = (xg,...,X,)

% Dire que f est continue par morceaux sur un segment, c’est dire qu’elle a un
nombre fini de discontinuités et qu’en chacun points de discontinuité (en chaque
« saut »), elle est prolongeable par continuité a droite et a gauche.
On peut aussi dire que pour toute valeur de k € [0,n— 1], la restriction de f a
I’intervalle ouvert |x;,x;+1[ est continue et peut étre prolongée en une fonction
continue sur [Xg, Xy 1].
Une subdivision ¢ qui vérifie la propriétée de la définition est dire adaptée a la
fonction f. Toute subdivision plus fine (ie constituée au moins des mémes intervalles)
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vérifie aussi la définition. Donc lorsqu’on considere deux fonctions f et g, continues
par morceaux sur [a, b], on peut trouver une subdivision adaptée aux deux.
On obtient ainsi :

Proposition 1.1 L’ensemble ¢.# ([a,b],R) (ou C) des fonctions continues par
morceaux sur [a,b] est un SEV des fonctions [a,b] — R (ou C).

On a aussi deux résultats intéressants :
I Proposition 1.2 Toute fonction continue par morceaux sur |a, b] est bornée sur [a, b].

Démonstration. On considere une subdivision ¢ adaptée. Sur chaque k € [0,n— 1], la
restriction de la fonction de la fonction f a I’intervalle ]x, x| est prolongeable par
continuité sur le segment [xz,x;]. Ce prolongement étant continue sur un segment il
est borné, et donc :

Vk € [[O,n — 1]] R E]Mk S ]R, Vx E]xk,xkﬂ[, |f(x)\ < Mk
On note alors :

M = max (Mo,...,My—1, F(30), F(1)s- -, f ()

(ne pas oublier les valeurs aux points de discontinuités, ¢’est le maximum sur un nombre
fini de valeurs).
On obtient alors :

Vx € [a,b], |f(x)] < M.

Pour une fonction complexe, on travaille avec le module. |

Proposition 1.3 Si f est continue par morceaux sur |a, b] alors |f]| est aussi continue
par morceaux.

Démonstration. Si o est une subdivision adaptée a f, alors elle est aussi adaptée a

|f]- u

Fonctions continues par morceaux sur un intervalle

Définition 1.2 — Fonction continue par morceaux sur un intervalle. Soit 7 un
intervalle de R.

On dit qu’une fonction f : I — R (ou C) est continue par morceaux sur
I'infervalle I lorsque pour tout segment [a, b] inclus dans cet intervalle ma restriction
de f a [a, D] est continue par morceaux sur [a, b].

» Exemple I.1 La partie entiere : dés que 1’on prend un segment [a,b] de R, il y a un
nombre fini de saut dans le segment [a, b]. .

= Exemple 1.2 Exemple plus compliqué :

1

:10,1 R tel * —_— =
£:0,1] — tequereN,Vxe]k_H,k

[, f(x) = k.
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Cette fonction est continue par morceaux sur I’intervalle |0, 1], mais pas sur le segment
[0,1]. .

% Une fonction continue est évidemment continue par morceaux.

% Une fonction continue par morceaux sur un intervalle n’est pas nécessairement
bornée sur cet intervalle (ex :x — % est continue par morceaux sur R™*). Elle
peut avoir une infinité de points de discontinuité (ex : la partie entiere). Mais si
on la restreint a un segment [a, b], alors elle est continue par morceaux sur ce
segment (donc avec un nombre fini de points de discontinuités sur ce segment et
bornée).

Il Intégrale d’'une fonction continue par morceaux sur un segment
II.1 Fonctions en escalier et intégrale d’'une fonction en escalier
Définition II.1 Une fonction f : [a,b] — R (ou C) est dite en escalier sur le
segment [a, b] lorsqu’il existe une subdivision finie o = (xo,...,x,) de [a,b]
a=xg<x1<--<x,=>b
telle qu’il existe n scalaires ()uk)ke[o,n,l]l vérifiant :

Vk € [0,n—1], Vx Elxg,xx1], f(x) = Ak

Autrement dit : la fonction f est constante sur chaque intervalle |xg, xg [
On appelle alors intégrale de f sur [a, b] le scalaire :

n—1
/[ b]fz Y (g1 —x)

k=0

% Les fonctions en escalier sont bien siir un cas particulier de fonction continue par
morceaux. La valeur de I’intégrale sur [a,b] est indépendante de la subdivision
choisie du moment que celle-ci est adaptée a la fonction f.

La proposition suivante montre que si on change la fonction f sur un nombre fini
de points de [a, b], alors on ne change pas I’intégrale.

Proposition II.1 Deux fonctions en escalier qui coincident sur [a,b] sauf sur un
nombre fini de points ont la méme intégrale.

Démonstration. 1l suffit de mettre dans la subdivision les points ou les fonctions ne
sont pas égales. |

Cette simple définition de I’intégrale a déja les bonnes propriétés que I’on souhaite
obtenir :

Proposition 11.2 L’ensemble des fonctions en escalier est un SEV de I’ensemble des
fonctions continues par morceaux.
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De plus, I’application intégrale est une forme linéaire sur cet ensemble.
Autrement dit, si f et g sont deux fonctions en escalier et & un scalaire, alors :

[ rrag=[ rraf ¢
[a,b] [a,b] [a,b]

Démonstration. DéEja, on peut remarquer qu’en prenant une subdivision adaptée a f et
une subdivision adaptée a g et en les « rassemblant » (en prenant la réunion) on obtient
une subdivision adaptée a f et g.

Une fois cela écrit, on considere les suite (4;) et (L )telle que :

Vk € [0,n—1], Vx €lxg,xx1], f(x) = A et g(x) = Uk

On a alors :

n—1
/ froag= Z (k1 — k) (A + Othk)
[a,b] k=0

n—1 n—1
=) (1 —x) M+ a ) (gr —xi) i
k=0 k=0
= f+ Ot/ g
[a,b] [a,b]

Proposition 11.3 — Positivité de I'intégrale. Soit f en escalier vérifiant : Vx €
a.bl,f(x) > O.alors [ >0,
[a,b]
On peut aussi remplacer 1’hypothese de positivité sur [a,b] par : f > 0 sauf en

un nombre fini de points de [a,b].

Démonstration. Avec les notations précédentes :

n—1
/ f= Z (Xk+1 — xx) Ak est une somme de termes positifs
[a,b] k=0

Corollaire 1.4 — Croissance de l'intégrale. Soit f et g deux fonctions continues
par morceaux sur [a, b] vérifiant Vx € [a,b], f(x) < g(x). On a alors :

/f</g
[a,b] [a,b]

Démonstration. En utilisant la linéarité et 1a positivité : f — g < 0 donc / (f—g) <0
[a,b]
ce qui donne le résultat.

Intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux
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On a donc obtenu une définition de I’intégrale qui vérifie les propriétés de linéarité,
de positivité et de croissance. C’est cette notion que 1’on va étendre aux fonctions
continues par morceaux.

Conformément au programme, aucune construction n’est exigible, il s’agit juste
de décrire le procédé qui permet d’étendre cette définition aux fonctions continues
par morceaux en conservant ces propriétés.

On considere f une fonction continue par morceaux a valeurs réelles.
On définit alors les ensembles suivants :

A= /[]q)(penescalieret(p§f
a,b

B= /[ “[/l;/enescalieretl;/}f
a,b

1l s’agit de parties de R. On va appliquer I’axiome de la borne supérieure.
Comme on sait que f est bornée sur [a, b] (car continue par morceaux), on sait qu’il
existe m et M tels que :

Vx € la,b], m< f(x) <M

On considere alors les fonctions constantes (donc en escalier) ¢ =met v =M, et
ona @ < fdonc: / ¢ € A et de méme / ¥ € B. On en déduit que A et B sont
[a,b] [a,b]

non vides.
Soita € A et b € B, on sait alors qu’il existe @ et y tel que :

(pgfgwet/ (p:aet/ v=>b
[a,b] [a,b]
Comme @ < y,ona

o< /[ v
/[a,b] [a.]

et donc au final, Va € A,Vb € B,a < b. En particulier, A est majoré et B est minoré.
On peut donc considérer supA et inf B par I’axiome de la borne supérieure.

On admet que supA = inf B. Conformément au programme, on ne détaille pas ce
point ainsi que la plupart des démonstrations techniques de ce chapitre.

Ce qui amene a la définition suivante :

Définition 1.2 Soit f une fonction continue par morceaux a valeurs réelles, avec les
notations précédentes, on définit I’intégrale de f sur [a,b] comme le scalaire :

/ f = supA ou de maniere équivalente : / f=infB
[a,b] [a,b]
% On a donc directement I’interprétation en termes d’aire sous la courbe. En appli-

quant ce que I’on a vu sur les fonctions en escalier, on obtient alors les mémes
propriétés :




92 Intégration sur un intervalle

On ne change pas la valeur de I'intégrale en changeant un nombre fini de
valeurs de f,

la linéarité

la positivité

la croissance

On a aussi la propriété d’inégalité triangulaire :

’/ab ’ [ab|f|

qui s’obtient en intégrant les inégalités :

Vx € [a,b], —=|f(x)] < f(x) < |f(x)]

% Cette définition est bien évidement théorique et ne permet aucun calcul effectif
de 'intégrale. En pratique des que f est continue par morceaux sur un segment

[a, D], alors on sait que / f existe.
Par contre, cette construction montre I’importance de comparer des intégrales a
des rectangles.

Il faut donc maintenant passer au cas ol b < a.

Définition 11.3 Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I a

b
valeurs dans R et (a,b) € I*. L’intégrale de f entre a et b noté / f(t)dr est:
a

f sia<b
b [a.b
/f(f)d’: - f sia>b
“ [a.b]
0 sia=>b

On dispose alors de la relation de Chasles

Proposition 11.5 Soit f continue par morceaux sur un intervalle / a valeurs dans R
et (a,b,c) €, on aalors :

/a ’ flydt = / " fydi+ / ’ ple)de

On a aussi les propriétés de croissance et de positivité dans le cas oi a < b.

1 Les propriétés de croissance et de positivité ne sont valables que dans le cas ou
on integre dans le sens naturel, ie a < b!

Pour une fonction complexe, on se ramene au cas réel avec :

I Définition 1.4 Soit f : I — C une fonction complexe continue par morceaux et soit
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a et b deux réels, on définit alors :
b b b
/ F(O)dt = / Re(f(1))dt +i / Im(f(1))dt
a a a

1.3 Lien avec les primitives

Conformément au programme, il s’agit ici encore d’une rapide extension des proprié-
tés vues en premicre année.

Rappelons la définition suivante que 1’on étends aux fonctions continues par mor-
ceaux :

Définition 11.5 — Primitives d’une fonction continue par morceaux. Soit f une
application continues par morceaux sur /. On note (x;);., les points de discontinuités
de f.

Une primitive de f est une fonction F définie et continue sur /, dérivable sur
I\ {x;|i € I} telle que :

icl

Vx eI\ {x; €I}, F'(x) = f(x).

% Les points de discontinuité de f sont alors les points ot la fonction F' n’est pas
dérivable. Mais la fonction F' est continue en ces points.
Tout se passe comme si on prenait la primitive de la fonction f sur chaque
intervalle |xg,x;.1[ et que 1’on réglait les constantes pour avoir une fonction
continue.

= Exemple Il.1 Pour la fonction :

—1, six<O
fix— <0, six=0
1, six>0
Une primitive est :
F:x— x|
Par contre :
—X six <0
G:x—> ’

x+1, six=0

n’est pas une primitive car elle n’est pas continue en 0 "

L’exemple précédent montre bien ce qui se passe : on prends une primitive sur R,
on a donc un choix de constante pour cette primitive, mais ensuite la continuité donne
un unique choix pour la primitive sur R} .

On obtient ainsi le résultat suivant (qui est admis) :
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Proposition 1.6 Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle /
admettant une primitive F. Une application G est une autre primitive de f sur / si et
seulement si il existe k € R telle que G = F +k.

Autrement dit deux primitive de f difféerent d’une constante.

On obtient aussi le théoreme fondamental suivant :

Théoreme 1.7 Si f est une application continue par morceaux sur un intervalle 7 et
si a est un point de /, alors :

X
F:x— / f(t)dt est 'unique primitive de f qui s’annule en a.
a

Et pour toute primitive G de f sur/,on a:

V(a,x) € P, / " f(t)dt = G(x) - G(a)

On manipule donc les intégrales et les primitives de fonctions continues par mor-
ceaux de la méme maniere que pour les fonctions continues.

Ill  Intégrales généralisées
III.T  Intégrales généralisées sur [a, +oo|
La lettre a désigne un réel.
Définition 11l.1 Si f est une fonction continue par morceaux sur [a,+oo[ a valeurs
réelles ou complexes, On dit que I'intégrale généralisée (ou intégrale impropre)
/ +w f(2)dt est convergente si
a

X
/ f(t)dt admet une limite finie lorsque x tends vers + oo
a

On note alors / f(t)dt 1a valeur de cette limite.

Dans le cas contraire, I’intégrale est dite divergente.

% Si I’intégrale est divergente, on peut avoir :
X
lim / f(t)dt = 40 ou ne converge pas.
X—+o Jq

= Exemple lll.1 Ona:

X
lim [ e'dt= lim 1—e*=1
x—+o0 [0 X—>+oo

Ainsi :

+o0
/ e 'dt=1
0
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e dt
= Exemple 111.2 / 7 est une intégrale divergente, car :
1 t

X
A ar—2—— 4o

1 Vi Xtoo

—+oo
= Exemple 1II.3 / cos(t)dt est une intégrale divergente, car :
0

X
/ cos(t)dt = sin(x) n’a pas de limite lorsque x tends vers + co.
0

% Comme on I’a vu sur les exemples précédents, dans le cas (assez rare en pratique)

~+oo
ou I’on connait une primitive F' de f, alors pour prouver que / f(t)dt existe,
a
il suffit de regarder la limite lim F(x).
X—>—+oo

Comme pour les séries, un cas trés important est celui ot la fonction est positive
dans ce cas I’existence de la limite de F' en +oo est équivalent a dire que la fonction est
bornée.

Proposition Ill.1 Soit f une fonction continue par morceaux sur |a, 4-oo| et a valeurs
positives.

—+oo
L’intégrale généralisé / f(t)dt converge si et seulement si la fonction :
a

X
X / f(t)dt est majorée
a

X
Démonstration. La fonction F : x — / f(t)dr est croissante car f est positive. Elle

a
admet donc une limite en oo si et seulement si elle est majorée. |

II.2  Intégrales généralisées sur un intervalle quelconque

Les définitions suivantes sont naturelles et purement technique : il s’agit de prolon-
ger ce qui a été fait pour I’intervalle [a, 4-oo[ aux différents cas possibles.
Les lettres a et b désignent des réells

Définition 111.2 Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I avec :

[=]—o,a] oul=|—o,a[ oul=l|a,+e|[ oul=][a,+oo[ oul=]—oo +oof
I =|a,b] ou Ja,b] ou [a,b[

alors I’intégrale

sup/
f(t)drt est dite généralisée.
inf/
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= Exemple 1ll.4 Par exemple :
Ldt teo dt Feo 0
/ — / — / In(r)dt / e'dr
ot 1 In(z) 0 —oo

On commence par le cas d’un intervalle semi-ouvert a droite :

Définition I11.3 Soit f continue par morceaux sur [a,b[ on dit que I'intégrale généra-

b
lisé : / f(t)dt converge lorsque :
a

X
X / f(t)dt admet une limite lorsque x tends vers b
a

Dans le cas contraire, on dit que I’intégrale diverge.

—+oo
En remplacant b par 4o on obtient la définition de la convergence de f(t)dt
(que I'on a déja détaillé). ‘
De méme, pour une fonction f continue par morceaux sur |a,b] on dit que

b
I’intégrale généralisé : / f(t)dt converge lorsque :
a
b
X / f(t)dt admet une limite lorsque x tends vers a
X

b
et on définit de méme la convergence de / f(t)dt en remplagant a par —eo.

b

% Si f est continue par morceaux sur [a,b], alors la convergence de / f(t)de
ne dépends que du comportement en b. En effet, si il existe ¢ € [a,b[tf tel que

b
/ f(t)dt converge, alors, 1’écriture :
c

x—b

lirn/xf(t)dt = 1i_1>1117/xf(t)dt+/bf(t)dt
b

montre que / f(r)dt converge. Idem pour la divergence.

a
En particulier, on voit que en cas de convergence, on a la relation de Chasles :

/a " byt = / " f()di+ /  poyde

La remarque précédente permet de traiter le cas des intégrales « doublement géné-
ralisée » : on prends un point quelconque dans |a, b| et on étudie les deux intégrales
généralisées.

Définition 11l.4 Soit f une fonction continue par morceaux sur |a, b, I'intégrale

b
généralisée / f(t)dr est dite convergente si et seulement si il existe un réel
a



Il Intégrales généralisées Q7

¢ €la,b, tel que :

c b
/f(t)dt et/ f(t)dt convergent

On pose alors :

/a ’ pl)de = / " f)di+ / ’ pleyde

Dans le cas contraire, I’intégrale est dite divergente.
En remplacant a par —oo et b par 4o, on obtient les définitions de la convergence
des intégrales :

b +oo +oo
| s fode [ fwar

a —

p) Sile point ¢ existe alors n’importe qu’elle autre point de ]a, b[ convient.

U dt
= Exemple lIl.5 Pour étudier la convergence de / s’ on se ramene aux deux inté-
o In

grales :
I
o Int 1 Int

—+o0
I Pour étudier la convergence de f(t)dt, on ne peut pas étudier la limite :

X

lim f)de.

Xx—+oo o

il faut étudier I’existence des deux limites :

lim /0 Fdi, et lim /O Flt)dr.

X—>o0 X—>o0

Pour le cas d’une fonction complexe, on peut étudier les parties réelles et imaginaires
séparément.

Proposition 1Il.2 Soit f une fonction complexe continue par morceaux sur un
sup/
intervalle /. Alors I’intégrale généralisée : f(#)dt converge si et seulement si
inf/

sup/ sup/
Re(f(t))dt et / Im(f(¢t))dt convergent
inf/ inf/
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danscecasona:

sup/ sup/ sup/
[ f0de= [ Re(p@)dr+i [ m(f()ds
infl infl infl

Dans le cas des fonctions positives, on a le résultat suivant :

Proposition 1ll.3 Si f est continue par morceaux et a valeurs positives sur un
sup/

intervalle 7, alors I’intégrale généralisée / f(t)dt converge si et seulement si il
inf/
existe un réel positif M tel que :

b
Y(a,b) € I* avec a < b, / f(t)dt <M
a

Démonstration. C’est une redite de ce qui a été fait dans le cas de [a, b].
Par exemple, dans le cas d’une intégrale généralisée sur | — oo, b]. On suppose :

b
M e R, Vx<b,/ f)dt <M

b
On considere alors la fonction F : x +— / f(t)dt, on constate facilement que F est

X
décroissante, soit en dérivant, avec F' = —f < 0, soit tout simplement parce que plus x
est petit plus on intégre sur un grand intervalle, donc I’aire sous la courbe augmente
lorsque x diminue.

La fonction F est donc décroissante et majorée, donc lim F(x) existe (dessiner un
X——oo

tableau de variations).
Réciproquement, supposons que la fonction F' admette une limite finie en —oo, alors
comme elle est décroissante elle va €tre majorée par cette limite.
|

% Le méme résultat existe avec f négative en remplacant < par > dans I’hypothese.

% Pour une fonction f continue par morceaux sur |a,b|, mais prolongeable par
continuité en a. Alors 'intégrale |, f f(t)dt est convergente.
En fait, on définit :

b b b
/ f(t)dt par / f(t)dt :/ f(t)dt
a a a
ot f est le prolongement par continuité de f a [a, b

Ce cas a été vu en premiere année.

Intégrale généralisée de référence

oo
Proposition I1l.4 L'intégrale dite intégrale de Riemann / = est convergente
1

si et seulement si ¢ > 1.
Dans ce cas, sa valeur est ﬁ.
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Vdt
L’intégrale (dite aussi de Riemann) / o est convergente si et seulement si
0

o <1.
Dans ce cas, sa valeur est ﬁ

Démonstration. 11 suffit d’écrire :

A dt 1 1
VA > 1 — = —1
” ’/1 1 1—a<A0‘—1 >
1 .
msla>1
A=teo | 4oosi <1

Le cas o = 1 se traite a part :

A dt
VA>1,/ — =1In(A) —— +oo
1t A—+oo

Idem pour |0, 1]. [ ]

% Bien siir, on peut faire un lien avec les séries et la vitesse de décroissance vers 0.
Cette analogie est utile (certains résultats se ressemblent), mais il y a plusieurs
différences : en particulier, une fonction positive peut ne pas étre bornée et telle

~+oo
que / f(t)dt converge. Pour cela, il suffit de faire un « triangle » sur chaque
0

1

valeur n € N, de hauteur 7 et tel que aire du « triangle » soit e

1
Proposition Ill.5 L’intégrale / Inzdt est convergente est égale a —1
0

Démonstration. On écrit :

1
vA €]0,1], / In(r)dt = [t(Inf) — 1+ 1]} = —A(InA) +A—1 — —1
A A—+0

—+oo
Proposition 111.6 L’intégrale / e “dt est convergente si et seulement si o > 0.
0

Dans ce cas, elle vaut é.

Démonstration. On a pour o # 0 :

A 1 A
VA >0, / e Ydt = [em}
0

- 0
= ()

Si a > 0, on voit que la limite est é. Si ¢ < 0, on voit que la limite est +-co.
Le cas a = 0 se traite a part (la fonction est constante égale a 1). |
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IIl.4  Propriété
Par passage a la limite, on admet que I’on retrouve les mémes bonnes propriétés

pour I’intégrale généralisée.

Proposition IIl.7 — Linéarité. L’ensemble des applications f continues par mor-
sup/

ceaux sur un intervalle [ telles que 1’intégrale généralisée / f(t)dt converge est
inf/

un sous-espace vectoriel de I’ensemble des applications continues par morceaux sur
I.
De plus, si f et g sont dans cet ensemble :

sup/

sup/ sup/
L7 o+ aganan= [ wara [ g

nfl inf7 inf]

sup/ sup/
1) Bien lire la propriété : il faut que Sf(t)dr et / g(t)dt convergent pour
- inf/ inf/
sup/
que / (f(¢)+ Ag(r))dr converge et qu’il y ait égalité.
inf/

C’est le méme probléme que pour les séries.

Proposition 111.8 — Positivité et Croissance. Soit f et g deux applications réelles
continues par morceaux sur un intervalle / telles que :

sup/ sup/
f(t)dr et / g(t)dt convergent
inf] inf]
On a alors :

sup/
* Si f est positive, alors / f(t)dt > 0.
inf/

sup/ sup/
* Si f < g, alors f(t)dr < / g(t)dt.
infl inf7

Proposition 111.9 — Relation de Chasles. Soit f une fonction continue par mor-
sup/
ceaux sur un intervalle / telle que f(z)dt converge.
inf/
On a alors pour toute valeurde a € I :

sup/ a sup/
Foydt= [ Feydi+ / Flo)dr

inf/ inf/

1.5 Manipulation
# Changement de variables
Les lettres (a, B,a,b) désignent des réels ou I’infini.

Proposition 1ll.10 — Changement de variables. Si ¢ :|a, B[—]a,b] est une
bijection strictement croissante de classe €’ et si f :]a,b[— R (ou C) est continue
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par morceaux, alors

/ﬁ (fo @) (u)@'(u)du est convergente

o

si et seulement si :
b
/ f(t)dt est convergente
a

Dans ce cas,on a :

B b
| rem) e wau= [ @
Démonstration. ADMIS [ |

% On a plus d’hypothese que dans le cas d’une intégrale non généralisée (il faut la
monotonie).
En pratique c’était déja le cas. On le vérifie souvent avec la dérivée : Vx €
Jet, B[, @' (x) # 0 assure la monotonie.

Le méme résultat est aussi valable avec une fonction ¢ strictement décroissante,
a

b
en remplagant/ f(0)dt par/ f(t)dr.
a b
b
Il arrive que 1’on lise les résultats de gauche a droite : on sait que / f(t)de
a

B
converge donc : / (fo@)(u)¢'(u)du. Le théoreme donne en effet 1’existence

o
de 'intégrale généralisée.

Méthode : pour rédiger un changement de variable :
* On donne la nouvelle variable (notée ici ¢) en fonction de I’ancienne (notée ici
u) : on écrit donc ¢ = ... (en fonction de u) dans le théoreme c’est t = @ (u).
¢ Facultatif mais treés conseillé : on donne 1’ancienne variable en fonction de la
nouvelle en écrivant u = ... ..
* On indique I’intervalle de variation :

u varie de o a 3

tvariedeaab

Notons que si le changement de variable est décroissant, il peut arriver que
Ion ait b < a.

* On indique que u — @(u) (expression de 7 en fonction de u donnée au
premier point). est de classe ¢! sur I’intervalle ol varie u et bijective (ie
strictement monotone).

* On donne dt en fonction de du, en dérivant # comme une fonction de u, cela
s’écrit : dt = @' (u)du avec les notations du théoréme.

Cela permet de faire le changement de variable.
Il faut aussi bien comprendre le résultat : on a les deux intégrales de méme
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nature, donc si I’une existe, alors I’autre aussi et on a égalité. On peut donc avoir
plusieurs cas d’utilisation :

B
* On sait que I’intégrale de départ : / (fo@)(u)9'(u)du converge, on fait
o

b
alors le changement de variable et on sait déja que 1’intégrale : / f(t)dt va

a
converger. Le changement de variable sert ici a calculer la valeur.
* On ne sait pas que I’intégrale de départ converge. On écrit alors : « sous
réserve d’existence, on a » :

B b
| Fem) e wau= [ s

b
On prouve ensuite que / f(t)dt converge, on sait alors que
a
B
(fo @) (u)@'(u)du converge et que I’on a égalité. Le changement de va-
o

riable sert ici a prouver la convergence d’une intégrale.
Enfin, on peut toujours faire une intégrale sur un segment puis faire tendre I’une des
bornes (ou les deux 1’une apres 1’autre) vers la valeur problématique.

b dt
= Exemple lll.6 Pour étudier / W qui est généralisée en a, on pose u =t —a.
a (t—a
Sous réserve d’existence, on a :

., dt b=a dy
int, ———— = —
0

“(t—a)® u®

b—a b
Or on sait que / —,, converge si & < 1, On en déduit que / ;, converge si
0 u a

_dr
(r—a)

a < 1. De plus, on sait que :

/b dt _/badu
« t—a)* Jo u®
b—a
:/ u %du
0

b—a
_ 1 ufoHl

1
—_ b— —a+1
g9
]
. e ginx
= Exemple lll.7 Considérons / —5—dx.
1 X

La fonction f : x — S;% est €. sur [1,+4oo], I’intégrale est donc généralisée en
+o0.Ona:

1
VxeRT, [f¥) <

Fee o +e° sinx
Comme —5 converge, on en déduit que —5—dx converge.
1 X 1 X
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On effectue le changement de variables :

1 1
= — X=—
X t
tvariede 120 xvariede 1 a + o0

1
x+— — est de classe € sur [1, oo et bijective
x

dx
dt =——
2
On en déduit que :

Lo +eo ginx
sin —dt converge et vaut —5-dx
0 t 1 X

= Exemple 111.8 Soit I’intégrale généralisée :
/1 dx
1 (2—=x2)V1—x2
comme f: x> m est €. sur | —1,1], on voit que cette intégrale est double-

ment généralisée.
On fait un changement de variable :

x = sin(t) t =arcsin(x)
xvariede —1al
T, T

tvariede ——a —

varie de — -2 5
x > arcsin(x) est de classe %! et bijective sur | —1,1]

1

dt = —=dx

V1—x2

Sous réserve d’existence, on a donc :

/1 dx_/’zr dt _/7 dt
1 2=x)V1=x2 Joz (2—sin’(r))  J-z 14cos(r)

. . 1 :
Cette intégrale est bien convergente (car ¢ — THoos2() est bien €4 sur [—%, %],
Iintégrale n’est pas généralisée).
L e 1 dx )
On en déduit que I'intégrale —————— est aussi convergente et que le
-1 (2=x)V1—x?

calcul fait au-dessus est bien valide.
On fait un autre changement de variable cette fois pour calculer la valeur :

t = arctanu u =tant

t varie d TaZ
varie de — — a —
2 2

uvariede —ood 4oo
1 ee . T T
t — tant est de classe € et bijective sur ] 55 [

_ 1
142

dt du
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(notons que 1’on a transformé une intégrale non généralisée en intégrale généralisée ici).
avant de faire le changement de variable, on écrit :

1 1 1 +tan?(¢)

1 +cos?(t) 1+l++nz([) 2 +tan?(r)

On en déduit :

/’z‘ dt (% 1+tan’(r)
—z l+4cos?(r) J-z24tan?(r)
teo ] p

_/foo 2+ 2™

—+oo

Plus précisément, on en a déduit que I’intégrale : / md u converge et que ’on a
—0Q u

égalité.
Il ne reste plus qu’a écrire :
[t ()] -
——du= |—=arctan [ — =—
oo 24 u? V2 V2 1o V2

Ainsi, on a démontré :
f x ___ _ T
12-2)WV1-x2 V2

# Intégration par parties

Proposition 111.11 — Intégration par parties. Soit f et g deux applications de
classe ¢! sur ]a,b[. On suppose :

lim f(x)g(x) et lim f(x)g(x) existent et sont finies
x—at x—b~

alors :

/bf'(t)g(t)dt et /bf(t)g'(t)dt sont de méme nature

et en cas de convergence, on a :

b b
[ 7 wsa = rwg@l - [ g wa
ou le symbole : [f(t)g(t)]ﬁ désigne :

[f(D)g(®)]) = lim f(x)g(x)— lim f(x)g(x)

x—b~ x—at

Démonstration. ADMIS [ |
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Méthode : Pour faire une intégration par partie :
« on indique les fonctions f, f/, g et ¢/, en indiquant que les fonctions sont de
classe €.
* on commence par calculer a part le crochet : [f(¢) g(t)]z. 11 faut que le crochet
converge pour étre assuré que les deux intégrales aient la méme nature.

b
* Soit on sait que I’intégrale de départ : / f'(t)g(t)dt converge, et on sait alors
a

b
que / f(t)g'(t)dt converge. Cela permet le calcul de I’intégrale.

a
Soit on veut démontrer que I’intégrale de départ converge, on écrit alors « sous

b
réserve d’existence, on a », Puis on démontre que / f()g'(t)dt converge et
a

b
on en déduit alors que I’intégrale de départ : / f'(t)g(t)dt converge et que
a

le calcul fait au-dessus a bien un sens.
Parfois, on fait I’intégration par parties sur un segment (ex : [0,A]) puis on fait

tendre I’une des bornes (ex A — +o0). Surtout que, parfois, le crochet ne converge
b

pas, mais la partie / f(2)g'(t)dt vient « compenser » le crochet (voir en exercice).

a
D’une maniere générale : on dérive les polyndme, on dérive les fonctions loga-
rithmes, on dérives les fonctions trigonométriques réciproques, on inteégre le reste.
Mais ce n’est pas une regle absolue.

= Exemple 11l.9 L’exemple classique de I’étude d’une suite d’intégrales :

+o0
I, = / t"e dt
0

L’intégrale est généralisée en +oo. Pour toute valeur de n € N, cette intégrale est
convergente car :

f@)y=1"e" LY e / i
= = 0 — JE— .
e R t2 (] 1 t2 converge

On cherche une relation de récurrence par intégration par parties :

u(t) =t" v(t) =nt""!
v(t) =e”! V) =—e™'

On calcule donc :

ety =0

Ainsi, le crochet converge (et est égal a 0), on peut donc écrire :
to
I, = n/ " e ldt = nl,_
0

(précisément, on retrouve le fait que I’intégrale généralisée I,_; est convergente et que
I’on a I’égalité ci-dessus).

Ainsi : I, = nl,_;. On utilise alors le calcul de Iy = f0+°° e 'dt = 1 (intégrale de
référence) pour obtenir que [, = n! par une récurrence facile.
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IV Intégrales absolument convergentes et fonctions intégrables

IV.1 Définitions

Définition IV.1 — Intégrale généralisée absolument convergente. Si f est une

application numérique continue par morceaux sur un intervalle /, I’intégrale généra-
sup/
lisée f(t)dt est absolument convergente lorsque Iintégrale généralisée
inf/

sup/
/ | f(z)|dt est convergente.
inf/

% | f(2)| désigne la valeur absolue ou le module.
Pour une fonction réelle et positive, la notion de convergence et de convergence
absolue sont confondues.

= Exemple IV.1 Pour prendre un exemple complexe :

+oo it +o0
/ t—zdt est absolument convergente car / t—zdt est convergente
1 1

sup/
Proposition IV.1 Soit f une fonction telle que I’intégrale généralisée f(t)dt
inf/
soit absolument convergente, alors cette intégrale est convergente.

Autrement dit, la convergence absolue entraine la convergence.
Dans ce cas, on a de plus :

sup/

f(t)dt

inf/

sup/
< [Tlrwla

nfl

Démonstration. Pour faciliter les notations, on montre ce résultat dans le cas ou I =
[a, +eof.
Commencons par montrer la convergence. On considere une fonction f telle que

| f| converge.
Dans le cas réel, on définit les fonctions (partie positive et négative) :

f+:%(|f|+f): x»—>{f(x) si f(x) >0

0 sinon
=5 v {—f@ si f() <0
0 simon

Ona:f=f"—f et|f|=f"+f.Lesfonctions f* et f sont positive, et: f* < |f]
et [~ <|f.

Donc :

/ fr et / f~ convergent
1 1
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en conséquence / f converge.
1

Dans le cas complexe, on travaille sur la partie réelle et imaginaire :

f = Re(f) +itm(f)

Or |Re(f)| < |f|, et de méme : [Im(f)| < |f] ainsi, Re(f) et Im(f) sont absolument
convergente et donc convergente (en appliquant le résultat précédent), ainsi la fonction
f est convergente.

Pour montrer 1’inégalité, on applique le résultat sur un segment :

/a * rvar

En faisant tendre A vers -0 on obtient (puisqu’on a montré la convergence) :

A
VA > a, < / £(0)dt

o0
f(t)dt

a

oo
<[ il

p) Ladécomposition f = fT 4+ f~ estaconnaitre.

Définition IV.2 Une fonction f continue par morceaux sur un intervalle 7 est inté-
sup/
grable sur I lorsque f(t)dt est absolument convergente.
inf/

Notation IV.1. L’ensemble des fonctions intégrable sur I a valeurs dans K est noté :

LY LK).

sup/
% La fonction f est donc dans .21 (I, K) si / |f(¢)|dt converge, c’est la méme
infl

notion que celles de familles sommables : ll?intégrale en valeur absolue converge.
On peut bien siir trouver des intégrales convergentes non absolument convergente,
on parle d’intégrale semi-convergente.

De méme que pour les fonctions 1’étude des intégrales convergentes non abso-
lument convergente est compliqué : il s’agit des cas ou les parties positives et
négatives se « compensent ». L’étude de telle intégrale est hors-programme.

sup/

Notation IV.2. On note alors /
inf/

s = [ oar= [ 1

Si la fonction f est continue sur |a,b] (a et b réel) et prolongeable par continuité en
a, alors elle est intégrable sur [a,b].

D’une maniére générale, si a et b sont réels, que I est I'intervalle |a,b] ou [a,b[ ou
encore |a, b|, et que la fonction f est bornée sur /, alors clairement f est intégrable sur
I
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Manipulation et propriété

% Intégrabilité en une borne

Considérons une fonction f continue par morceaux sur un intervalle /.

Lorsque I =]a,b] (avec a réel ou a = —eo), alors, comme on I’a déja vu La conver-
gence de I'intégrale : [ ab | f(2)|dt ne dépend que du comportement de la fonction f au
voisinage du point a. Au sens ou si il existe un réel ¢ € I, tel que 'intégrale généralisée :

C
/ | f(¢)|drconverge
a

alors [ f | f(z)|dt converge et donc f est intégrable sur /.

On parle ainsi, par un abus de langage, dans le cas ol / =|a,b| de fonction inté-
grable en a pour dire que I'intégrale | ab | f(z)|dt converge et que I’on sait I’intégrale est
impropre uniquement en a.

De méme, lorsque I = [a,b] (avec b réel ou b = +0), on parle de fonction intégrable
en b.

Lorsque I =|a, b| (intégrale doublement généralisée), on rappelle que 1I’on découpe
I’intervalle en deux parties pour étudier deux intégrale simplement généralisée.

Proposition IV.2 — Intégrabilité et comparaison. Soient f et g deux fonctions
continues par morceaux sur [ = [a,+oo| :
e sif(x)= O (g(x)),alors I’intégrabilité de g en +oo implique celle de f.
X—>—+oo

C’est particulierement le cas si f(x) = o (g(x)) ou encore si
X oo

M >aVx =M, |f(x)| <|g(x)]

* sif(x) el g(x), alors I’intégrabilité de g en +oo implique celle de f.

On traite de méme les cas d’intégrales généralisées sur
I:]—OO,(,I], I:[avb[v I:](l,b]

Démonstration. Supposons g intégrable f(x) = O (g(x)), Ainsi, le quotient g 83"

X—r oo
est borné pour x suffisament grand, ce qui s’écrit :

JA>a, MR, Vr = A, |f(t)| < M|g(r)|

on inteégre :

oo

X X
ves A, [CIpwlar< [ e < [ lg(la
A A A
~+oco
Ainsi, / | f(¢)|dt converge puisque :
A
xn—>/ | f(2)|dt est majorée
A

~+oco
Ce qui montre donc que / | f(¢)|dt converge (toujours le méme argument d’intégra-
a
bilité en +oo).
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Enfin, si f(x) ~ g(x), alors a partir d’un certain rang :
X—4o0

18] < 17()] < 2/g()]

et donc l'intégrabilité de f est équivalente a celle de g. |

% Ainsi, 1 — In(z) est intégrable en 0.
De méme, la fonction ¢t ——> t% est intégrable en O si et seulement si & < 1, tandis
qu’elle est intégrable en +oo si et seulement si o > 1.
Avec un changement de variable, on voit que pour a € R, ¢t — W est inté-
grable en a si et seulement ¢ < 1.
La fonction t — e~ * est intégrable en oo si et seulement si o > 0.

Proposition IV.3 Si la fonction f est continue et intégrable sur un intervalle /, et

telle que /|f(t)\dt =0, alors f = 0.
1

En conséquence, si une fonction continue et positive est d’intégrale nulle, alors
elle est nulle.

Démonstration. Déja on traite le cas d’une fonction f positive, le cas d’une fonction
de signe quelconque consiste a appliquer le résultat a | f].

On commence par traiter le cas d’un segment [a, b].

Supposons que f soit non nulle, ie, qu’il existe un xop € I tel que f(xp) # 0 en
utilisant la continuité en xy avec la précision @, on obtient I’existence d’un o > 0
vérifiant :

f(xo)

Vxel, |x—xo| <a = |f(x)— f(x0)| < >

En particulier, cela donne :
Vxel, x—x| <o = f(x)>0

On écrit alors :

/a " v > / T ey > 0

0— O

(si xp est un bords de [a, b], alors c’est le méme résultat. On a donc démontré que :

b
f#£0 = / f(H)dt >0
ce qui donne par contraposé :
b
/ f(t)dt=0 = f=0

On traite ensuite le cas d’un intervalle quelconque : pour faciliter les notations, on
montre ce résultat dans le cas ot = [a, +oo].
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On remarque que pour tout A > a,on a:

A +o00
o< [lrolar< [ Irw)a

et donc :

VA > a, /aA\f(t)ut:o

En appliquant le résultat connu au segment [a,A] on obtient : f est nulle sur [a,A].
Comme A est quelconque, cela donne que la fonction f est nulle sur [a,+oo]. |

p) Silafonction f est uniquement continue par morceaux, alors elle est nulle sauf
aux points de discontinuités.

Proposition IV.4 L’ensemble des fonctions continues par morceaux, a valeurs dans
K et intégrable sur I’intervalle / est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Soit f et g intégrable sur 7, ainsi qu’un A € K.
On sait donc que [, |f()|dt converge et que [, |g(¢)|dt converge.
De plus, ona:

Viel, |f(t)+Ag()| <[f(t)]+[A][g(r)]

et la fonction : 7 — | f(r)| + |A||g(7)| est intégrable puisque :

/1 £(5)] + |2 |g(¢) |drconverge

Ainsi, par comparaison, [,|f(t)+Ag(t)|dt converge ce qui montre que f + Ag est
intégrable. u
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# Convergence par calcul d’'une primitive
Exercice 1 En revenant a la définition, étudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

/+°° dt /+°° dt /1 dt
2 tint 3 tintln(In?) 112

Correction : On fait un changement de variables sur [2,A] :

A dt InA qy
/ — = / — en posant u = In(z)
2 tlnt Jwn@) u

cette intégrale diverge en oo,
Idem pour la deuxie¢me :

A dt In(in(A) Jyu
/ —_— = / — en posant u = In(In(t)
3 tlnzIn(Int) In(In(3)) U

Cette intégrale diverge.
Pour la troisiéme :

/18 d in(1—¢) — i
— arcsin — -
0 V1—¢2 2

idem sur | — 1,0] et donc I’intégrale converge et vaut 7.

#* Convergence par comparaison

Exercice 2 Etudier 'intégrabilité de

e " In(x)
X — Rt DX 1,400
fix T sur g:x T2 sur [1,+4oo]
1 1
h:x—————sur|0,+oo itry———— 7€ C\R™, sur R"
(14x2)/x ] [ f (z4+1)V1+¢ \

Correction : La fonction f est CM et positive sur R* et on a f(x) = A ( %), ainsi f est intégrable sur R™.
X—>—0o0

La fonction g est CM et positive sur [1,+oo[ etona:

8x) ~_ lnx(; ) e <x\1/?c>

La fonction & est CM et positive sur |0, +oo[ , I’intégrale est doublement généralisée. Cela donne :
1 1
(14+x2)y/x x=0 /X

donc intégrable en 0

et:
1

1
(14 22) /X 250400 x2/x

La fonction f; est €. sur R™, car z+ ¢ ne s’annule pas. Le probléme est donc en oo, or :

2+ 1> = (Re(z) +1)* + (Im(z))? 1o poo &

donc intégrable en —+ co.

ainsi :

(0] ~

1—>oo

-~
Llw| =

Ainsi, f; est intégrable.
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Exercice 3 Soita,b,cetd des réels telsque a > b et c > d.

N Foo x@ 4 xb
A 11 diti
quelle con 110n/O i

dx converge-t-elle ?

Correction : L’intégrale est doublement généralisée.

EnO:
L, .
f(x) o xd b I’intégrale converge ssid —b < 1
En +oo:
flx) ~ — 'intégrale converge ssic—a <1

X—roo X

Exercice 4

1. Soit a un réel, pour quelles valeurs de a les intégrales :

/lln(x)dx et /+°°ln(x)dx
0o x4 1 il

convergent ?

u]
2. Soit (t,u) € (]0, +oo[)2, calculer / L:C)dx en déduire la valeur des intégrales de la question précédente (en cas de
t X
convergence).
3. Pour quelles valeurs du couple de réels (a,b) avec a < b, 'intégrale :

> 1In(x)
X
0o x9+4xb

converge-t-elle ?

Correction :
1. Soita > 1, on pose b = liza,ona:

In(x) < 1 )
= 0 —_
x4 x—rteo \ xP

Foo ]
d’ou la convergence de / n(:) dxSia<1:
1 X
In(x) > 1
x4 x4

d’ot la divergence.

Pour I’autre (ne pas oublier les valeurs absolues) :

In(x)
x4

Inx 1
- > J—
x4 x4

d’ou la divergence si a > 1.
Sinon, on considére b = 1#, etona:

" o, (5)

D’ol maniere a avoir convergence si a < 1

x4
2. IPP:
u 1 u
/ n(x)dx: / In(x)x “dx
x4 1

x
1 " 1 u
:[x_“lln(x)] - /x_“dx
t

—a+1 , —a+l1
_ 1 M*(l“rl ln(u) . t7a+1 ln(t) o ;M*L%Fl . ;t*a+l
—a—+1 —a—+1 —a+1
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Pour a > 1, on pose d’abords ¢ = 1 puis on fait tendre u vers 4o, pour obtenir :

/+°° In(x) 1
1 ox@ (1—a)?

De méme pour a < 1, on pose d’abord u = 1 et on fait tendre ¢ vers 0, pour obtenir :

/1 In(x) 1
o x¢  (1—a)?

Le cas a = 1 doit &tre traité a part.
3. 1l suffit de faire des équivalents :

In(x) In(x)
x4 4xb x50 x4

donc convergence sia < 1, et :

In(x) In(x)
X4 4 xP x—to0  xb

donc convergence si b > 1.
Il faut les deux conditions (intégrales doublement généralisées).

* Changement de variables

1
Exercice 5 Calculer / arcsin (\/f) dt
0

Correction : La fonction 7 — arcsin /zdt est €./ sur [0,1]. L’intégrale n’est donc pas généralisée.
On fait donc le changement de variable :

t = sin’(u) u = arcsin(v/1)
T
tvariede O al u varie deOéE

dt = 2sin(u) cos(u)du u — sin®(u) € €' et bijective.
D’ou:

I:/2 2sinucosuudu = /2 sin(2u)udu
0 0

On finit par une ipp :

1 ERRN S
I =|—=ucos(2u) +f/ cos(2u)du
2 2Jo

0
sin(2u)]

Bl

:Z+
_r
4

Une autre méthode consiste a faire les modifications suivantes :

1 . 1 .
/o arcsin (/) dt :/0 arcsin(u) (2u)du

211 1 l/t2
= |arcsin(u)u“|, — ——du
aresin(uy]y — [ =
:g— 07 sin®(¢)dt
_z
=T
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Exercice 6 A I’aide de changement de variable montrer la convergence et calculer :

In (1-12) N 1
/ 72dt en utilisant u = —
0 t t
1 3
1 . .
en utilisant ¢t = sinu
¢T:7’
+°° dt
_— en utilisant = chu puis v = sh (u) puis x = tan(v
| = (u) )

In(1—1¢?
Correction : Pour le premier, la fonction f : ¢ — M est €./ sur |0, 1[. Elle est donc doublement généralisée.

2
2
In (1—17?) - : . |
———— ~ —1 on peut donc prolonger par continuité et la fonction est intégrable sur ] 0, 7] .

EnO,ona: 3
t t—0

1
Enl,ona: f(r) ~ In(1 —1¢) or I'intégrale /2 In(u)du converge donc f — In(1 — 1) est intégrable sur |0, 1].
t— 0

Ainsi, f est intégrable sur |0, 1].
Avec le changement de variable proposée, on a :

/O]m(lﬂ_tz)dr:/l ln(l—u)du
—/+wln<1—>du

Pour le calcul on a pour x > 1 :

/1x1n (1 - M12> du:/xln(u— l)du—i—/xln(u—i— 1)du—2/x1n(u)du
/ du+/ u)du— 2/ In(u
/ In{u / n(u)du - / illn(u)du—lr /

Il reste a vérifier que :

X x+1
lim — In(u)du +/
—1 X

X—r—+o0
On aura alors :

=[uln(u) —u+ 1](1) — [uln(u) —u+ 1]%
—1-(2In(2)—2+1) = —2In(2).

11 faut donc faire des DLs :

—/ du+/ W)du =(x+ 1) In(x+ 1) + (x— 1) In(x— 1) — 2xIn(x)

—(x+1)In (1 +l> +(x—1)In (1 _ l)
2. (5)

Pour le deuxiéme : f: ¢ — \/7 est €./ sur [0, 1[. L’intégrale est donc généralisée en 1. Or on a :

1
t:l \/E,/l —t

et on sait que fol \/”IIL 01 \‘;‘i est convergente. Ainsi f est intégrable.

f ()]
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On utilise donc le changement de variables :
t =sin(u)
t variede 0 a 1
u — sin(u) € €' et bijective

Ainsi :

/ sin®
cos
\/1—sin?
— 03
—/ sin” (u)du
0

On continue par une linéarisation :

| 3
+ .3 iu —iu
sin (u):—g(e —e ™)
1
=1 (+3sinu —sin(3u))

ou sinon écrire :

I:/O72r (1 —cos?(u)

coszu] H 1 2

) sin(u)du

:1—7:7
0 3 3

= [—cosu+

Pour le troisiéme : t —
Ona:

1
B3vVi2—1

- Intégrable en + oo

1
t) ~ ———— intégrable en 1
t—1 ﬁ1 /1 —t &
Ainsi, la fonction f est intégrable.
On fait le changement de variable proposée :

shu

oo oo
o " 4
/1 B3V -1 / ch3ushu “
—+oo
_/ ch3

e chu
[T,
0 (1+sh2(u)
puis de nouveau : x = shu :

T dx
T
0 (14+x?)

Enfin, on fait x = tanv :
+ tan? v

= /
1+ tan2

dv
= 72 = / cos?(v)dv
o 1+4tan“v
Il reste a linéariser pour obtenir :
T

I1=—
4
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est €./ et positive sur |1, +oo].

u =arcsin(r)

. T
uvarledeOaE

L’intégrale est donc doublement généralisée.



e In(x

1
1+ x2 '

X

Exercice 7 Montrer que / dx converge et la calculer a I’aide du changement de variables t =
0

Correction : On montre facilement la convergence :

Inx _

f(x) ~ In(x)

~Y —_—
xoteo X2 xote (3 x—0

f(x)

Apres changement de variable :

+eo ] 0 In(1) 1
0 1—|—x +ocl+l t

2

+ 1n(7)
/o 1412

d’oul=0.
1
Vx+x

dx converge et la calculer 4 I’aide du changement de variables x = ¢2.

1
Exercice 8 Montrer que /
0

Correction : I’intégrale est généralisée en 0. Pour I’existence :

1 1
ﬁ—i—x x:O W

d’ou I’existence.
Avec le changement de variable :

S | L | L dr
/ dx:/ ——2tdt =2 [ —— =2In(2).
0 VX+x 0 12+t 0o 141t

# Intégration par parties
Exercice 9 Montrer la convergence et calculer les intégrales suivantes :

+ In¢ 1 Int
[ |
1t 0 (141¢)

Lorsque le crochet ne converge pas, on ne peut pas faire I'ipp sur I’intégrale généralisée. On fait donc I’ipp sur I'intégrale
« finie » sur un segment puis on fait tendre la borne vers le bords. Le crochet peut alors parfois se compenser.

Correction : 1 — 1;1—{ est continue et positive par morceaux sur [1,+oo[. Comme :

In(r) Inr 1 1
- —_ — o -
12 \/Et% f—+oo t%

. . T Int )
on peut en déduire que t — ltn—{ est intégrable et donc que : / t—zdt existe.
1

On utilise donc une ipp :

On regarde le crochet :

1 e
[n(t)] —lim M,
t 1 t—+oo [
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On en déduit que :

teInt teo ]
—dt:/ —dt
/1 1? 1

au sens ou ’existence de I'une est équivalente a I’existence de 1’autre et qu’elles sont égales.

T T Int
On sait:/ —2dt:1d’of1/ —di=1.
1t 1t

La fonction t — (llij)z est continue par morceaux sur ]0, 1], et on sait que —!

I Int
]0,1],d0nc/ %dl‘ existe.
0 (1+71)

I Int
Pour / %di, on peut utiliser I’ipp suivante :
0 (1+41)

u(t) =In(r) d (1) :j
/ 1 1
YO =5y =1

On calcule le crochet :

Inr 1! . Int
———| =llm——— = -
I+t]y =0 141

On ne peut donc pas utiliser le résultat sur les ipp pour des intégrales généralisées.

(141)* ¢

~, In(¢) et t — Inz est intégrable sur
—

Il faut revenir a I’intégrale sur un segment. On considére donc € > 0. On a alors en faisant 'ipp sur [g, 1] :

Y L
[t [
e (1+71) I+1], Je t(t+1)
1 e
_ ne +/ LI o
1+8 £ t 1+t
Ine
:118 —In(2) —In(e) + In(1 + &)

€lne

—— —In(2)
£—0

Ainsi :

1 Int
/O<1+t)2dt:—ln(2)

T dt
Exercice 10 Calculer pour n € N*, [, :/ —_—
xerci uler pour n ' o A+

Correction :
Déja pour Iexistence : fy, 1t — ﬁ est CM sur [0, 4oo] et f,,(¢) 1

I P
Méthode 1 : On utilise une ipp en intégrant le 1 : Le crochet est nul :

Jim (11 2)

T dt
Il’l :/ n
o (1+17%)

e (2 +1)—1
:2”/ T T
0 (1+17?)

=2nl, —2nl,

lim——— =
S ey O
et:

117



Méthode 1 : on peut aussi faire :

T dt
e [T
o (L+7?)

o0 2__ 42
:/ (1+1¢ t)dt
0

(1+122)"

=l | — ———dt
i /o (1+22)"

(en effet cette derniere intégrale converge). On effectue une ipp :

/+°° 12 dt_[ t r:L 1 /+°° dt
o W T TR0 Ty T2-0h (e
On obtient alors :

_ 2n—73

I,=——I,
"2
Et par récurrence et avec I} = 7 :

(2n—-2)! =&
I, = =
222 ((n—1)1)* 2

# Produit scalaire et inégalité de Cauchy-Schwarz
Exercice 11
1
1. Montrer que t — |In¢| est de carré intégrable sur |0, 1] et calculer / |Int|*dt.
0

2. Montrer que :

Ulins
og/“f’dzgz
0 ¢3

Correction :
1. Cette fonction est continue par morceaux.
On utilise ensuite une IPP :

u(t) =In(r) £ ()=
V(1) =In(z) v(t) =tIn(t) —¢
Cela donne :

! 249, ! 2
/0 |Int| dt_/o (Int)“dt
1
— [In(e) (rIn(r) — 1))} /0 (In(r) — 1) dt

On calcule le crochet :

[In(r) (In(z) —1)]g = —limzIn?(t) —¢In(r) = 0

t—0

On obtient de plus :

/01 (In(r) — 1) dr = [tlnr — 21 — 2

d'oul=2.
2. On applique ensuite cauchy-schwarz.
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Exercice 12 Soit f une fonction de carré intégrable sur R™.

Montrer que :

(/;w .«3’f(t)dt>2 < ;/O+Wf2(t)dt.

Etudier le cas d’égalité.

Correction : simple application de Cauchy-Schwarz avec :

oo 1
-2t

dt = —

/0 ¢ 2

le cas d’égalité : f : 1+ ke ™.

Exercice 13 Soit E I’espace vectoriel des fonctions réelles continues de carré intégrable sur R, muni du produit scalaire :

(.= | fs

Montrer que le sous-espace vectoriel de E des fonctions paires et le sous-espace vectoriel de E des fonctions impaires
sont supplémentaires orthogonaux.

Correction : on prend f paire et ¢ impaire et on vérifie que [, f(t)g(¢)dt = 0 (car c’est I'intégrale sur R d’une fonction
impaire). Les deux espaces sont donc orthogonaux Attention : cela ne suffit pas.
On vérifie ensuite que si ¢ € E, les fonctions

fete 3 (00 +9(-1)
g1t 3 (90~ 9(~1)

sont paires / impaires, continues et de carré intégrable (attention aux trois points).

Exercice 14 Soit E I’espace vectoriel des fonctions réelles continues de carré intégrable sur /, muni du produit scalaire :

(r.8)= [ 3

on note N, la norme associée a ce produit scalaire.
On dit qu’une suite de fonctions (f,,) de E converge en moyenne quadratique vers une fonctions f de E si im N, (f,, — f) = 0.
noo

1. Montrer les inégalités :

V(f,8) € B2 1(£.8)] < [1fs] < Mal/Nae)

2. En déduire que si (f,) et (g,) sont deux suites de fonctions de E convergeant en moyenne quadratique vers f et g

respectivement, alors la suite de réels | (f,&x) ) est convergente de limite < f,g >.
neN

Correction :

1. Remarque : c’est un truc a avoir vu pour les fonctions continues réelles de carré intégrable : N> (f) = No(|f])-
Soit (f,g) € E.

rel = [ ¢

< [rel= | [ = 1< 1rb kel >
<N (IFDNa(lg]) = N2 (f)N2(g)
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2. On écrit :

|<fnagn> - <fag>| :|<fn_f7gn>+ <f7gn_g>‘
<N2(fn _f)NZ(gn) +N2(f)N2(gn _g)

On a alors
lrilglNz(f,, —f)=0 lim N, (8n—8)=0  Na(gn) < N2(gn—g) +N2(g) est bornée

#* Intégrales de Wallis
Exercice 15 On pose :

T

2
VneN, u, = / sin” (r)dt
0
1. Calculer ug, uy, up et us.
2. Montrer que la suite (u,) décroit et qu’elle converge.
3. Montrer que :

]

2
VneN, u, :/ cos” (r)dt
0

A T’aide des formules d’Euler et de la formule du bindme de Newton, écrire u, sous la forme d’une somme.
Trouver une relation entre u,, 5 et u,.

En déduire I’expression de uy; et de uy;. en fonction de / € N.

Montrer que le produit (n+ 1)u,u,4; est constant.

En déduire un équivalent de u, quand n tend vers I’ infini.

8. Lien avec la formule de Stirling

On admet qu’il existe C € R tel que n! ~ Cy/nn"e". Déduire de ce qui précede la valeur de C.

SUNCINCAN:

Correction :
1. On trouve facilement : up = 7, u; = 1. Ensuite :

I,
Uy = sin“ xdx
0

1 p

}/2 (1 —cos(2x)) dx
2 Jo
17 T

B}

=53=1 car /0 cos(2x)dx =0
Pour :
[ s
Uz = sin” xdx
0

on linéarise :

.3 eix_efix 3
sin"x=| ———
2i

1

3ix ix —ix —3ix
:—g(e —3e" +3e " —3e )
1
==1 (sin(3x) — 3sin(x))
1

=7 sin(3x) + % sin(x)

ce qui donne :

1 P x
- ( /  sin(3x)dx+3 / : sin(x)dx>
4 \Jo 0
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2. Soitne€ N, ona:
T s n+1 SN/}

Vx € {0,5} , sin (x) < sin”(x)
en intégrant sur [O, %] , cela donne :

Upy1 < Up

ainsi la suite décroit.
Elle est minorée par 0 donc converge vers une limite positive ou nulle.

Soit n € N. On utilise le changement de variables en posant # = 7 — x. Cela donne :

U, = / ® sin” (x)dx
0
0 n
= in" (= —t)(—dt
é sin (2 )( )
i
:/ cos” (1) dt
0
4. On part de la formule d’Euler :
cos(x) = ! (e"+e ™)
2
ce qui donne :
%
U, = / cos”(x)dx
0
1 i

n

1 % n ikx —i(n—k)x
:?/0 Z<k>e e n=k)x gy

k=0

1 ¢ n %iZkfnx

k=0
Il me semble que I’on peut s’arréter ici vu la maniere dont la question est posée.

[N

(eix_‘_efix)"dx

inversion somme finie et intégrale

Soit n € N. On utilise une intégration par parties :

s
Upio = / * sin*2 (x)dx
0

= / : sin(x) sin" ™! (x)dx
0

On pose alors :
x) =(n+ 1)sin"(x) cos(x)

—~

u(x) =sin" ! (x) u
V' (x) =sin(x

v(x) =—cos(x)

~—

D’ou :
Fd

Unt2 = [cos(x) sin"“(x)]g +(n+ 1)/02 sin” (x) cos® (x)dx

=(n+1) /07 sin” (x) (1— sinz(x)) dx

=+ Du, — (n+ Duyn

el

Ainsi :
n+1
Vn S N, Upyo = mun
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6. Pour les termes pairs, la relation s’écrit :

VIEN, M21+2:§§::__;M21
avec ug = 5 donne :
IR ¥
=3 =55
3 1x3=x:
R I )
5 1x3x5«m
H e T o ax62
7 _1><3><5><77r
MR T o ax6x82

On voit donc le produit des termes impairs au numérateur et le produit des nombres pairs au dénominateur.
On montre donc par une récurrence tres rapide que :

QI-1)(20-3)...1x

Ve wi = r =2, 2 2

Il reste donc a simplifier I’expression :

20 —1)(20—3)...1 _ (21)!
2n2i-2)...2  ((2D)(2—2)...2)?
@
i)
!
CA(1)?
Ainsi :
QN n
VIieN, uy = 2l (l!)za

Pour les termes impairs, la relation s’écrit :

2042

VieN = —
€N, U243 213

Uzj+1

et comme u; = 1, on obtient par récurrence la relation :

@)(21-2)...2
T I 2I—1). .1

Avec la méme technique :

41 (11)?
VIeN, uyy = (21(4_1),

7. Notons, v, la suite définie par :
Vo= (n4+1)ups1uy,
on a alors :

Vn eN, V41 :(n+2)un+2un+l

n+1

=(n+ 1u,u =v en utilisant u = u
( ) nUn+1 n n+2 I’l—|-2 n

Ainsi, la suite (v,) est constante.
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On en déduit :
T
VneN, v, =vgie (n+ Dupyiuy = ujug = 5

Ainsi :

Vn e N, (l’l—l- l)un+lun =

S

NB : attention la relation u,, ~ u,4 n’est pas toujours vraie (ex des suites géométriques).
noo

On part ensuite de la relation de décroissante :
Vn e N, Up4+2 < Up+1 < Uy
que I’on écrit :

2 n X Un+1 X Un

on multiplie par (n+ 2)u, (quantité positive) :
T
(n+1)u? < ) < (n+2)u

On renverse I’inégalité :

u2 i et T <u2
"= 2(n+2) 20n+1) ="
et donc :
T <"
2(n+2) " " T 2(n+1)

On en déduit que :

T
limuln = =
neo 2

et donc que 12 ~ 7
8. On admet donc I’existence de C tel que :

ou encore que U, ~ \/ -
oo

n! ~ Cy/nn"e™"
noo
On remplace dans I’expression de uy; :
@tz
CA4(N?2
CV2120) e 2

oo 2
e g1 <C\ﬁlle*l> 2

12120 ©
1=C 42 2
11

~———T
1C /21

Or on sait que :

usj

1 /m

Uy~ =4/~
lo 2\ [

D’ou C = v/27. On retombe bien sur la formule de Stirling :

n! ~\2my/nn"e"
noo

% Exercices de concours
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Exercice 16

1. Montrer que I’intégrale :

A / e d

= t"e 2dt

V2 e
converge.
Que vaut I, 1 ?

2. Trouver une relation entre I, et I, et achever le calcul des (7,).
On admet que Iy = 1.

3. Soit I’application ¢ définie par :

R.X]xR,[X] — R
TES 2
(PO — 0.0 = [ POOM T

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R, [X].

4. On suppose n = 2.
Construire une base orthonormale (P, Py, P,) de Ry[X] pour ce produit scalaire par le procédé d’orthogonalisation
de Gram-Schmidt appliqué a (1,X,X?).

On admet : / gt = V.

Correction :
1. Intégrale doublement généralisée d’une fonction continue par morceaux. On a facilement :

n,—5 1 n,—5 1
t"e"?= o0 (= et tl'e"z= 0o (=
t—>+oo t t——o0 t

d’ou la convergence des deux intégrales. I, est I'intégrale sur R d’une fonction impaire, donc 1,1 = 0.
2. On fait une ipp :

22,5
12P+2 \/7/ e dt
2
— / 2P e di
V2T J -
cela donne :
/ 12 tz
W(t)y=te 2z u(t)=—e 2

V()= 2p+ 1) v(t) = 2Pt
Le crochet est nul par croissance comparée, ce qui donne :
bpia=(2p+1)hy

On obtient alors par une récurrence facile :

(2p—1)!
Vp =0, Izp = m
3. Il faut en premier s’assurer que si P et Q sont des polyndmes, (P, Q) existe. Pour cela, on note R = PQ, n le degré de R
etona:
n
R=Y nx*
k=0

donc :

n
(P, Q) = Z rilg existe.
k=0

Les propriétés de symétries et de bilinéarités, de positivité sont évidentes. Pour définie positif, attention a bien écrire :
intégrale d’une fonction continue et positive est nulle, donc la fonction est nulle.
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4. On commence par calculer |[1]| :

2
1]1* = e 2dt=1I=1

1 Foo
7=l
Ainsi 1 est le premier vecteur cherché.

Cherchons le deuxieme : on cherche P=X+atelque: < 1,P>=0,ie:a=—<1,X >
1 Foo

B V27w J—oo

Ainsi, P = X convient. On calcule ensuite || X|| :

2
o= te 2dt=—-11=0

2
1X]1% = PeTdi=hL=1

1 Foo
V4 27 /—oo
D’ou le deuxiéme vecteur de la base est : X.
Cherchons le troisieme : on cherche P = X2+ aX + B tel que : < 1,P >=0et < X,P >=0, cela donne :

B=—<1,X>>=hL=1
a=—<XX’>=L5E=0

D’ou P = X% — 1, on normalise :

P> =L —2L+1y=2

d’ou ||P| = \/2 et on choisit le troisieme vecteur :
1 2
— (X —1

Exercice 17 Montrer que les intégrales suivantes convergent et les calculer :
+oo t +oo 1
—dt / In{1—- |dt
/0 (1+1)3 1 ( 12 >

Correctjon :

Pour / 5. 'intégrale est généralisée en +oo. On écrit :
o (1+1)

1

t—+oo 12

t |t
(141)3 _‘(1+t)3

D’ou la convergence de I’intégrale.
Pour le calcul :
t I+r—1 1 1

1P (10?7 (402 (1413 = (1402 = (14173

Ainsi pourx >0 :

Xt i 1 Sl
/ g =lEn0+0 1]0—[—2(1—1—1?) QL
1 1 1 1 1

— — = - ——
1+x 2(1+x)2+ 2 x—toe 2

La deuxieme est généralisée en 1 et en +oo
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et:

1 ?—1
ln(l—t2> :1n< 2 )

=In(t—1)+In(z+1)—2In(¢t) ~ In(r—1)

t—1

et on sait que :

1 2
/ In(u)du converge donc / In(z — 1)dt converge
0 1

D’ou I’existence.
Pour le calcul, on écrit pour x > 1 :

—/ dz+/ dt—2/ In(z
_ /0 In(r)ds — /1 In(r)dt — /xilln(t)dt—l— /

=[tIn(¢) =l — [rIn(t) = 1§ = [rIn(r) —e5_; + [rIn(e) — 15"
— 1-(2In(2)—2+1)
—(xIn(x) —x—(x—1DIn(x—1)+x—1)+((x+1)In(x+1)

——2In(2) +xIn ((Hl))ch_l)) +in <x+1)

x—1

Le dernier terme tend clairement vers 0. Il reste a écrire :

o (CEDE0) (1)

Ainsi :
foo 1
/1 In <1_t2> dt = —21n(2)

Exercice 18

“+oo ,—1
1. Pour quelles valeurs de a I’intégrale / tTdt est-elle convergente ?
0

oo

2. Lintégrale / e 'In(t)dt est-elle convergente ?
0

3. On considere les fonctions définies sur R :

2x e—l +oo e—l
f:xr—>/ —dt g:xr—>/ —dt
X t X t

Etudier les variations de f et de g. Donner leurs limites en 0 et & 1’infini.

Correction :
1. La fonction # — <" est continue par morceaux sur |0, 4oo[. On a :

—t

e t .

— ~ —oOr / — converge ssia < 1
19 t—0 t9 o t4

e’ 1
— = 0 I
19 tteo \ 12
Ainsi, I’intégrale converge si et seulement si a < 1.
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2. La fonction ¢ — e~"In7 est continue par morceaux sur |0, +eo[. On a :

1
e 'Int ~ In(r) or/ In(z)dt converge
t 0

—0
e'In(t)= o 1
=400 \ 12
Donc I’intégrale convege.

3. NB : voir la fiche étude d’une fonction définie par une intégrale.
On note @ une primitive de # — <~ sur I'intervalle ]0, +oo|.
La fonction ¢ est de classe € sur |0,+oo[ eton a :

Vx>0, f(x) = @(2x) — @(x)

Par composée x — @(2x) est de classe € sur |0, +oo[ donc f est de classe €™ sur |0, 4-oo].
On peut dériver :

Vx>0, f'(x) =2¢'(2x) — ¢(x)

B e—ZZ e!

ot
et

=)

t

Comme ¢ > 0 on obtient que f est négative et que f est décroissante. On obtient donc le tableau de variations :

t 0 1 o0

Signe de f'(r) -

Variation T 0

de £(t) \

On peut remarque que f est positive (car intégrale d’une fonction positive dans le sens naturel, et donc qu’elle admet
une limite finie en +oo car décroissante.
En 4o : fixonsx > 0,0na:

—2x —t —x

Vit € [x,2x], ezx < p < .

et en intégrant sur [x, 2x], cela donne :

comme x est quelconque, on peut donc écrire :

—2x

>0, S < fR) <

On en déduit donc que lim,_, . f(x) = 0.
En 0, on procede de méme mais on n’encadre pas le % On fixe x > 0.

—2x e! e
t t

Vi € [x,2x], ¢ < <
On integre :

Vx>0, e *In(2) < f(x)e *In(2)
ainsi : limy_,0 f(x) = In(2).
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Pour la fonction g, on peut écrire :

Vx>0, g(x) = /+oo ¢

foo ot X ,—1
= / —dt / e—dt
1t
+oo ,—t
= [ Sdi—ew+o)

Ainsi, on peut dire que la fonction g est de classe €, et que :

Vx>0, g'(x)=—¢'(x) = ——

donc la fonction g est décroissante.
En +-co. Par définition de I'intégrale convergente, on a :

~+oo e*f X e*[
/ —dt = lim —dt
1 t X—eo J1  f

donc :

On peut donc dire que :
limx — +oog(x) =0

En 0. On va écrire :

+oo ,—t 1 ,—t
g(x) :/ e—dt—i—/ € _ar
1 t x

1 ,—t
e
et on va montrer que le terme : / —dt tend vers +oo.

X
Pour cela, On fixe 0 < x < 1 et on écrit :

—x e! efl
STST

vt € [x, 1], et

On integre sur [x, 1] :

—t

1
Vx>0, —e “In(x) < / ert <e ' —In(x)

Or limx — Oe *In(x) = —oo et donc :
lim g(x) = +eo
x—0

On obtient le tableau de variations :

~+o0

Signe de g'(z)

~+oo
Variation

de g(7)
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Exercice 19 Convergence de I’intégrale de Dirichlet
+e sin?(x)
2 dx converge.

0
T 1 —cos(x
2. Montrer que / 72()dx converge.
0 X

. Soit x un réel strictement positif, on pose :

f:x%)/xsint(t)dt

T

1. Montrer que

A I’aide d’une intégration par parties, donner une autre expression de f (x).
L +e sin(r)
En déduire que :

) e sin(t)
fdt converge, puis que : fdt converge.
T 0

Correction :

s 02
1. En 0O, c’est prolongeable par continuité (intégrale faussement généralisée) avec lim,_,¢ Smxz(x)
sin®(x) o 1
2 R

1 —cos 1
En 0O c’est encore prolongeable par continuité avec : lim 7()6)
En +oo:

‘ 1 —cos(x) .

x—0 x2 2

¥2

3. On fait une ipp :

u'(t) =sin(z)

u(t) =1—cos(t)
v(t) :1 V(t) =— tlz

Cela donne pour x > 7 :

s = [0

P A t

[1 _COS(t)T +/" 1 —cg)s(t)dt
t o et
~ 1—cos(x) N % +/x 1 —cos(?)

- X T tz

dt

Lorsque x tend vers +oo :

. 1—cos(x

lim L20050) _ g
X—+-o0 X

ainsi,on a:

) 2 Feo 1 —cos(t)
1 == il
Jim =2 [

ce que 1’on peut écrire sous la forme :

T sin(t T gin(¢ 2 T ] — t
/ smt( )dt converge et / 7sm( )dt =— —1—/ 7(:08( )
T T /4

t T 12 di

% sin(r) Tk P +e sin(r)
Comme fdt est faussement généralisée en 0, on en déduit que dt converge.
0 0
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Exercice 20
1. Pour quelles valeurs de a réel, I’intégrale généralisée :
+° arctan(z
/ 7() dt
0 [
converge-t-elle ?
2. Soir les fonctions :

0,4 — R 0,4 — R

: ¥ arctant et 3 +e arctant
f X —s / p dt 8 X — / 2 dt
0 X

Montrer que f et g sont de classe €' sur R}
Donner leur sens de variations et calculer leur limite aux bornes de R}

+e In(z)
3. Mont /
ontrer que 0 1 +[2

4. Soit b et x deux réels strictement positifs.

. . X arctant Y Int
Donner une relation liant : / dt et / 72dt.
b t p 1+t

En déduire un équivalent de f(x) au voisinage de +co.

dt converge.

Correction :
1. On a une intégrale doublement généralisée. En O :

arctant 1

~Y
1% 10 11

qui converge si et seulement si ¢ — 1 < 1 ie ¢ < 0.
En +oo

arctant w1

1% it 2 1%

qui converge si et seulement si & > 1. Ainsi cette intégrale ne converge pas.
2. Pour f la fonction : t — @ est continue sur R™ (prolongée par continuité en 0), ainsi, f est la primitive de cette
fonction qui s’annule en 0 donc de classe €.
Pour g,ona:

+e arctant ¥ arctant
dt — / dt
1

Vx>0, g(x) = /1 2 2

La premiere intégrale converge et la deuxieme est donc la primitive qui s’annule en 1 de la fonction continue sur
0,400 : £ — 2E20L ainsi g est de classe €.
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Hyperplan et produit scalaire

Isométries vectorielles

Matrices orthogonales

Espace euclidien orienté de dimension 2 ou
3

Isométries vectorielles du plan euclidien
Isométries vectorielles de |'espace eucli-
dien

Réduction des endomorphismes autoad-
joints et des matrices symétriques réelles
Exercices

Procédé de normalisation de Gram-
Schmidt et applications

Caractéristiques géomeétriques d’un endo-
morphisme de R3

/] — Espaces euclidiens

Ce chapitre prolonge les acquis de premiere année sur les espaces euclidiens.

| Hyperplan et produit scalaire

On rappelle qu'un hyperplan est un sous-espace vectoriel qui admet un supplémen-
taire de dimension 1. On a vu qu’un hyperplan s’identifie toujours comme le noyau
d’une forme linéaire non nulle sur E.

On a aussi vu que dans le cas de la dimension finie, si on note # = (ey,...,e,) une
base de E, alors H est un hyperplan si et seulement si il existe n scalaires (ay,...,a,)
non tous nuls, tels que :

n
X =

n
x;e; € H <— Zaixi:O
i=1 i=1

C’est I’équation cartésienne du plan.
Dans le cas ou E est en fait un espace euclidien, on a mieux.

Proposition I.1 Soit £ un espace euclidien et f une forme linéaire sur E.
Alors il existe un unique vecteur a € E tel que :

Vx € E, f(x) =<a,x>
Réciproquement, pour tout a € E, I’application :
xX—<a,x >

est une forme linéaire.

% a = 0 si et seulement si f est I’application nulle.
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Démonstration. Commengons par I’unicité : supposons qu’il y ait deux vecteurs a et b
qui vérifient la relation.

On considere alors une base orthonormée & = (ey,...,e,) de E (qui existe toujours
grice au procédé d’orthonormalisation de Gramm-Schmidt).
On a alors :

fle1) =<a,e; >=<b,e; >

idem pour e, e3 jusqu’a e,. Donc les coordonnées de a et de b dans & sont les mémes
donc a = b. D’ou I'unicité.

Pour I’existence, on considére toujours une BON 4 et on pose donc a le vecteur de
E, tel que

n
a=Y fledei=(fler),....flen))
i=1
On constate alors que six =Y | f(e;)e; = (xl yeen ,xn> P est un vecteur quelconque de
E, alors : '

709 = Y ufe) = (a.1)

En effet, puisque £ est une BON, le produit scalaire s’exprime en fonction des coor-
données dans % comme le produit scalaire canonique. |

% la matrice de f dans la base # est une simple ligne Mat(f) = (ai,...,a,). Le
vecteur a de la proposition est le vecteur donc les coordonnées dans la base #
sont (ay,...,ay). En effet :

xi
Vx=(x1,...,xs) €E, f(x) =Matz(f) | : :Zaix,-:<a,x>

i=1
Xn

Proposition 1.2 Soit E un espace euclidien et H un hyperplan de E, alors il existe
acEtelque:

xe€H < alx
On dit que a est Un vecteur normal a H.

Démonstration. On considere donc un forme linéaire de noyau H, et on écrit: f: x —<
a,x >.
On a alors :

XxX€EH < f(x)=0
— <a,x>=0
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% Pour un hyperplan H, il y a plusieurs formes linéaires f telles que ker(f) = H,
donc plusieurs vecteurs normaux (ils sont tous colinéaires). Pour une forme
linéaire f donnée, il n’y a qu’un vecteur a tel que f s’écrive : x —< a,x >.

Si on connait un vecteur normal alors on connait I’équation cartésienne et réci-
proquement :

n
I’équation cartésienne : Z ax;=0
i=1

donne le vecteur normal a = <a1, . ,an) .

Le vecteur normal a est en fait une base de H~+ (qui est une droite).

% On retrouve I’équation cartésienne d’une droite (vectorielle) A du plan qui s’écrit :
(x,y) €2 <= ax+by=0
pour une droite affine c’est une équation de la forme :
(x,y) € D <= ab+by+c=0

Le vecteur (a,b) est normal a la droite.
On peut faire de méme 1’équation d’un plan IT de I’espace :

(x,v,2) € 1 <= ax+by—+ cz = 0 (vectoriel)
(x,,2) €1 <= ax+by+ cz+d = 0 (affine)
#% Projeté et distance & un hyperplan

Soit un vecteur x et H un hyperplan de vecteur normal a.
Alors le projeté est solution des équations :

yla ,e
R d’inconnue y
x —y colinéaire a a

On cherche une solution sous la forme y = x — ta puisque x — y doit étre colinéaire a a.
On trouve alors facilement que : En fait, on constate que :

1 .
X — W <x,a>a est le projeté orthogonal de x sur H.
a

puisque c’est une solution (donc I'unique solution) du systeme d’équations précédent.
En particulier, la distance de x a H est :

1
d(x,H) = [x—Pu(x)] = WK a,x >|

Dans le cas ou on a une base orthonormée, alors I’hyperplan admet pour équation
cartésienne :

aix;+---+apx, =0
alors la distance a I’hyperplan d’un vecteur x est :

o |a1x1 +--- "‘anxn’

d(x,H) =
\Jai+-+ad
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% Ainsi, dans le cas d’un hyperplan en dimension finie, si on connait un vecteur nor-
mal et / ou si connait I’équation cartésienne, alors on a une expression analytique
du projeté et de la distance.

% Pour une droite vectorielle du plan d’équation : & : ax+ by = 0, la distance est :

_ Jax+by|

va*+b?
Pour une droite affine, on admet (voir le cours de premiere année) que la distance
aladroite 7 :ax+by+c=0est:

d((x,),2)

_|ax+by+c|
va*+b?

Pour un plan de I’espace I1 : ax + by + cz = 0 la distance est de méme :

d((x,y),2)

_|ax+by+cz]
Va2 +b%+c?

et de la méme maniere, pour un plan affine I1: ax+by+cz+d =0:

d(('x7y7z)7n)

_|ax+by+cz+d|

d((x7y7z)7n) \/m

Il Isométries vectorielles

1.1 Définition et caractérisation

On rappelle qu’un espace euclidien est un espace vectoriel sur R de dimension finie
qui est muni d’un produit scalaire.

Définition 1.1 Soit E un espace euclidien.
Un endomorphisme u € .Z(E) est une isométrie vectorielle (ou automor-
phisme orthogonal) s’il conserve la norme euclidienne, ¢’est-a-dire si :

Vx€eE, x| = ||u(x)]

ou de maniére équivalente si : Vx € E, ||x||> = |lu(x)]|%.
On utilise toujours le mot automorphisme car une isométrie est toujours bijec-
tive :

I Proposition Il.1 Une isométrie de E est toujours un automorphisme de E.

Démonstration. On peut facilement vérifier que ker(u) = {0} puisque si on considere
un x de E tel que u(x) = 0, alors ||x|| = |lu(x)|| = 0 donc x = 0.
[ ]

% Si u est une isométrie, et A est une valeur propre (complexe ou réelle) de u, alors
|A| = 1, en effet, on connait I’existence d’un x (vecteur propre) non nul tel que
u(x) = Ax et donc ||u(x)|| = |A|||x|| mais comme ||u(x)|| = ||x|| ainsi [A| = 1.
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Proposition 11.2 Un endomorphisme u € Z(E) est une isométrie vectorielle si, et
seulement si, il conserve le produit scalaire :

V(xy) €E% (u(x),u(y)) = (x,y)

Le preuve est essentiellement basée sur le lien entre produit scalaire et norme : le
produit scalaire détermine la norme et réciproquement (égalité de polarisation).

Démonstration. Notons :
(D):  VxekE, x| = [lu(x)]
(2): V(oY) € EX (u(x),u(y) = (x,y)

Montrons que (1) <= (2).
Supposons (1) et considérons (x,y) € E2, on a alors :

1

¥) =5 (4317 = [le =)

1

Z(Hu x+9)|1F = lu(x—y)[?) car u conserve la norme
1

=7 (lu(x) + OI1Z = flu(x) = u)|?)

—~

= (u(x), u(y))

D’ou (1) = (2)
Supposons (2) et considérons x € E. On a alors :

[l =/, x)

=/ (u(x),u(x)) d’apres (2)
=[lu()]

Dol (2) = (1). m

ﬂ

= Exemple Il.1 Soit F un SEV de E et la symétrie orthogonale par rapport a F est une
isométrie puisque si x s’écritx = a+b aveca € F et b € F, alors s(x) =a—b et

Ix|?=a*+b* et |s@)|*=d®+b°

donc [lx[| = [[s(x)]| .

On sait déja que u étant un automorphisme, il transforme toute base de E en une
base de E. En fait, on a une caractérisation des isométries :

Proposition 1.3 Soit u € .Z(E) un endomorphisme de E, les propositions suivantes
sont équivalentes :
1. u est une isométrie de E,
2. Toute base orthonormale de E est transformée par u en une base orthonormale
de E.
3. Il existe une base orthonormale de E transformée par u# en une base orthonor-
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I male de E.

Démonstration. On suppose que u est une isométrie.
Soit # = (ey,...,e,) une base orthonormée de E.
On sait alors que :

1 sii=1,

0 sinon.

v(i,j) € [1,n], <el~,ej> = {

Soit (i, j) € [[1,n]], on calcule alors :

1 sii=1,

<u(e,~),u(ej)> = <ei,ej> = {

0 sinon.

Ainsi, <u(el )seens u(en)> est bien une base orthonormée de E, et u a bien transformé

la BON quelconque % en une BON. Ainsi, I’isométrie u transforme toutes les bases
orthonormales de E en une base orthonormale.
Supposons maintenant qu’il existe une base orthonormale & = (ey,...,e,) de E,

telle que &' = (u(e1 )y ,u(en)) est une base orthonormée de E.
Considérons x € E. On écrit alors :

n
x:;xiei 1€ xXx= (xl,...,xn)gg.
1=

On a alors :

lell* =

n
x? expression de la norme en fonction des coordonnées dans une BON

i=1

Ona:
n
u(x) = Z{xiu(e,-) ie x= (xl,...,xn)(@/.
=
Comme %’ est toujours une BON, on a encore :

n
lu()]|* =Y %
i=1
On en déduit :
2 2
() |7 = [|x]
et comme x est quelconque, on obtient que u est une isométrie. |

1.2 Propriétés

Proposition 1.4 Soit u une isométrie de E.
Si F estun SEV de E et si F est stable par u, alors F est aussi stable par u.
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Démonstration. Démonstration 1 :

Commencons par un lemme qui a un intérét en lui méme :

En dimension finie, si F' est stable par u, et que u est un automorphisme, alors F est
aussi stable par u~!.

Pour cela, considérons une base & = (ey,...,e,) de E adaptée a F (ie les p premiers
vecteurs .% = (ey,...,e,) forment une base de F).

Comme u envoie une base sur un base, on considere la base :

B = (u(er),...,ulep),u(eps1),...,u(en))

On voit alors que la famille .#’ = (u(e;)...,u(e,)) est une base de F. En effet, il
s’agit déja de vecteurs de F (puisque F est stable), d’autre part elle est libre (puisque elle
est extraite d’une base) et elle contient le bon nombre de vecteurs (puisque dim(F) = p).

Soit x € F, on va montrer que u~ ' (x) € F. Pour cela, on décompose x dans la base
F'

p
x= Z(xiu(ei) ou (ay,...,0) € KP
i=1

on applique alors u~! :

P
uil(x) = Z o;e;
i=1

etdoncu~!(x) € F.

R) Sur les matrices, on peut dire que si une matrice est triangulaire par bloc, alors
son inverse est triangulaire par bloc (avec des blocs de méme taille).

Avec ce résultat, on peut démontrer le résultat précédent de la maniére suivante :
Soitx € F-eta € F, on a alors :

(u(x),a) = (x,u™'(a))

oru~'(a) € F,donc (x,u"'(a)) =0carx € F*-.

On en déduit que u(x) € F* et donc que F est stable.

Démonstration 2 : On considere une base base de E adaptée a F.

Par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Shmidt, on peut supposer que cette
base est orthonormée.

NB : le procédé d’orthonormalisation transforme une base adaptée a F en une
BON adaptée a F.

On note cette base # = (ey,...,e,) et on suppose que les p premiers vecteurs
forment une base de F, ie F = Vect(ey, ..., e,). On sait alors que F- = Vect(ep 1, . .., e,).
Comme Z est une base orthonormée et que u est une isométrie, on a

%' = (u(ey),...,u(e,)) est une BON.
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Comme F est stable, ona : Vi € [1,p],u(e;) € F, et comme ces vecteurs forment une
famille libre, on a par argument de dimension :

(u(er),...,u(ep)) est une base de F

Par suite (u(el),...,u(ep)> est une base de F et donc (u(ep+1),...,u(en)) est une

base de F. En particulier, cela démontre que :
Vie[p+1,n], u(e;) €F

Comme F+ = Vect(ep1,...,e,), cela montre que F est stable par u.
|

% Dans la base 4, 1a matrice mat 4 (u) est diagonale par bloc. Ce résultat est surtout
utile avec F' qui est sous-espace propre de u.

Groupe orthogonal

On note GL(E) I’ensemble des endomorphismes bijectifs appelé groupe linéaire.
Comme on I’a vu si u est une symétrie, alors u € GL(E).
Proposition 1.5 Siu € Z(E) etv € Z(E) sont des isométries, alors :

uov et u~! sont des isométries.

Autrement dit : I’ensemble des isométries est une partie de GL(E) qui est stable
par composition et par passage a I’endomorphisme réciproque, c’est un sous-groupe
de GL(E).

On appelle cet ensemble le groupe orthogonal de E.

Notation II.1. On note O(E) le groupe orthogonal de E.

Démonstration. Considérons u et v deux isométries. On a alors :

Vx € E, [luov(x)|| =[lu(v(x))]|
=yl =

Ainsi, uov est une isométrie.
On a aussi :

Vx €E, [lu ()| =l (™' () [} = [lx]

donc u~ ! est aussi une isométrie. [ |

Matrices orthogonales
Définition et caractérisation

Lorsqu’on ne précise pas, on munit R” du produit scalaire usuel.
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Définition IIl.1 Une matrice de .#,(R) est orthogonale lorsque 1’endomorphisme de
R qui lui est associé est une isométrie vectorielle pour le produit scalaire canonique
de R".

1 0 0
= Exemple lll.1 Considérons la matrice: | 0 cos@ sin0
0 —sinB cosH
L’endomorphisme canoniquement associé est :

fi(xyz)— (x,cos(@)y+sin(0)z, —sin(@)y+cos(9)z>
Ona:

£ (x,3,2)[|* =x* + (cos(8)y + sin(8)z)* + (—sin(8)y +cos(8)z)*
=2 +y*+22 = (x,3.2)|?

Proposition lll.1T Une matrice est orthogonale si, et seulement si, elle est la matrice
d’un changement de base orthonormale, ie la matrice de passage d’une base % de
R”" orthonormale a une base %" de R” orthonormale (pour le produit scalaire usuel
de R").

Démonstration. Supposons M orthogonale.

Si on note f I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice M, alors f
transforme la base canonique & = (ey,...,e,) de R" (qui est orthonormale) en une
base orthonormale € = (f(ey),..., f(en)).

La matrice M qui est donc la matrice de passage entre les bases ¢ et # est donc
une matrice d’un changement de base orthonormale.

Réciproquement, supposons que M soit la matrice d’un changement de base d’une
base orthonormale 4" = (fj,..., f,) a une base orthonormale = (gy,...,g,). Ainsi,
on peut écrire :

| |
M=|C G G

ot la colonne C; contient les coordonnées de f; dans la base .

Notons f I’endomorphisme canoniquement associé. Il envoie la base canonique
PB = (ey,...,e,) de R" sur une famille (cy,...,c,) ol le vecteur (de R"), ¢; a pour
coordonnées dans la base canonique C;.

Si on calcule pour i # j, le produit scalaire < ¢;,c; >, cela revient a calculer
oe j» ou encore, puisque ces colonnes contiennent les coordonnées de ces vecteurs
dans la BON 2 : < f;, fj >, ce qui est nul puisque les (f;) forment une BON. Ainsi,
< ¢j,¢j >= 0. De méme, on vérifie que < ¢;,¢; >= 1. Au final (cy,...,c,) est bien une
BON.

L’endomorphisme canoniquement associé f envoie donc la base canonique sur une
BON. c’est donc une isométrie vectorielle. Donc M est orthogonale. |
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Notation IIL.1. On note 0,(R) ou O(n) I’ensemble des matrice orthogonale. C’est le
groupe orthogonal.

Proposition 111.2 Soit M une matrice de .#,(R), les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. M est une matrice orthogonale

2. Les colonnes de M forment une base orthonormale de R".

3. MMT =1, et MM = I,, ie M est inversible et M~ = MT .

4. Les lignes de M forment une base orthonormale.

Démonstration. Supposons que la matrice M est orthogonale, alors c’est la matrice de
passage de la base canonique a une BON, donc ces colonnes forment une BON.

En particulier, lorsque 1’on calcule M7 M en décomposant M par ses colonnes, on
obtient :

iiclii
——C——| (] | |
M™M= : ¢ G G,
' | |
- Cy——
On sait que :

(——Ci——) CJ' =<c¢c >

)L osii=,
0 sinon
ou ¢; et ¢; sont les vecteurs de R" dont les coordonnées dans la base canonique sont C;
et Cj.
On retrouve bien la matrice identité. Ainsi, M'M = I,.
On en déduit que M7 = M~ et donc MMT =1,.
On a donc :

)= @2 O =0

Réciproquement, si on suppose (2), on a alors : que M est la matrice de passage de
la base canonique vers une BON. et donc M € O(n). D’ou (2) = (1).

Si on suppose maintenant que M” M = I, alors le calcul ci dessus montre que les
colonnes de M forment une BON. D’oti (3) = (1).

Enfin, on en déduit que M est orthogonale si et seulement si M7 est une matrice
orthogonale et donc que les lignes de M forment une BON si et seulement si les colonnes
de M forment une BON.

|

% Une propriété évidente a avoir en téte : si X et Y sont deux matrices colonnes,
correspondant aux coordonnées des vecteurs x et y dans la base canonique, alors :

(x,y) =XTY
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a condition d’identifier les réels et les matrices de taille 1 x 1.

L’inverse et la transposée d’une matrice orthogonale sont donc des matrices ortho-

gonales, plus précisément, I’inverse d’une matrice orthogonale est sa transposée.

On peut enfin montrer qu'un endomorphisme est une isométrie en utilisant sa
matrice :

Proposition I11.3 Soit E un espace vectoriel euclidien et u € Z(E).
Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. u est une isométrie vectorielle.
2. dans toute base orthonormale, la matrice associée a u est orthogonale.
3. il existe une BON telle que la matrice associée a u dans cette base est orthogo-
nale.

Démonstration. Supposons que u est une isométrie vectorielle, et soit B = (ey,...,ey)
une BON. On a alors la famille € = (u(e;),...,u(e,)) est une BON. ainsi, Mat 5 (u)
est une matrice orthogonale. C’est valable pour toutes les BON 2.

D’ou:

)= 1= 0)

(2) = (3) étant évident, on supposon donc qu’il existe une BON 4, telle que
Mat(u) est une matrice orthogonale, ie telle que € = (u(ey),...,u(e,)) est une BON.
L’endomorphisme u envoie donc une BON en une BON et donc u est une isométrie. W

Propriétés

Proposition |ll.4 Toute matrice orthogonale est inversible.
L’ensemble des matrice orthogonales est stable par multiplication et par passage
a I'inverse.

% Cela justifie I'utilisation du terme : « groupe orthogonal ».

Démonstration. On a déja vu que toute matrice orthogonale est inversible et que M~! =
MT.
On a aussi remarqué que si M € O(n) alors M~! € O(n).
Soit A et B orthogonale, on a alors :
(AB) ' =B 'A"!' = BTAT = (AB)"

ainsi, AB est aussi orthogonale. |

I Proposition IIl.5 Le déterminant d’une matrice orthogonale est égal a +1 ou —1.

Démonstration. On applique le déterminant & M?M = I,, ce qui donne det(M)? =
1. |

% On découpe alors les isométries en deux parties : les isométries directes (telles
que det(M) = 1) et les isométries indirectes (det(M) = —1). Notons que les
rotations du plan sont directes, mais que les réflexions sont indirectes.
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% Groupe spécial orthogonal

Proposition lll.6 L’ensemble des matrices orthogonales de déterminant 1 est stable
par multiplication et par passage a I’inverse.

Notation IIL.2. On note cet ensemble SO(n) ou SO,(R), c’est le groupe spécial
orthogonal d’ordre n.

% SO(n) est donc un sous-groupe du groupe O(n), lui méme un sous-groupe de
GL,.

% L’ensemble des matrices orthogonales de déterminant —1 n’est pas stable par
multiplication puisque le produit de deux matrices de déterminant —1 est une
matrice de déterminant 1.

Démonstration. Soit A et B deux matrices de SO,. On a alors : AB est orthogonal et
det(AB) = det(A)det(B) = 1, ainsi : AB € SO,,.
On a aussi A~! est orthogonal et det(A~!) = 1, donc A~! € SO,. [

IV Espace euclidien orienté de dimension 2 ou 3

IV.1 Orientation

Définition IV.1 Soit & et %’ deux BON.

La matrice M de passage de % a4 %’ peut étre de déterminant 1 ou —1.

Dans le cas ot M est de déterminant 1, on dit que les BON % et %’ ont la
méme orientation.

Dans le cas ol M est de déterminant —1, on dit que les BON % et %4’ sont
d’orientation contraire.

Crienter I'espace c’est choisir une BON de référence. Les BON qui ont
la mé&me orientation sont alors orthonormales directes, tandis que les BON
d’orientation contraire sont orthonormales indirectes (ou rétrogrades).

% Pour mesurer des produits scalaires (et donc des normes), on a besoin d’'une BON.
On a besoin d’orienter 1’espace pour mesurer des angles orientés !
Orienter I’espace permet aussi de définir le produit mixte (voir plus loin).
Orienter I’espace consiste donc a juste choisir une BON de référence et dire : celle-
ci est directe. En pratique, en SI et en physique on oriente toujours 1’espace de la
méme maniere (avec la main droite : le premier vecteur sur le pour, le deuxieéme
sur I’index et le dernier sur le majeur). Mais ceci n’est qu’une convention.
Si on a orienté I’espace en choisissant la BON Z directe, alors une base % (qui
peut-&tre ou pas orthonormée) est dans le sens directe si detz (%) > 0, rétrograde
sinon.

# Orientation d’un plan ou d’une droite dans un espace euclidien orienté
de dimension 3

Lorsqu’un espace euclidien E de dimension 7 est orienté, on cherche a orienter les
sous-espaces vectoriels de E. Le seul cas au programme est celui ou E est de dimension
3.
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Dans un espace euclidien orienté de dimension 3 :

¢ On oriente une droite D en choisissant un vecteur directeur (ie une base de D)
de norme 1.

On choisit donc u; un vecteur de norme 1 a partir de celui-ci on peut le
compléter en une base orthonormée directe (u1,un,us).
On parle d’axe pour une droite orientée.

* On oriente un plan I, en prenant une base (u,v) orthonormée du plan et en
complétant par un vecteur orthogonal w normée pour avoir une base (u,v,w)
orthonormée directe.

On peut orienter le plan de deux maniere en choisissant w ou —w.

Dans un espace euclidien orienté de dimension 2 : on peut de la méme maniere
orienter une droite D de R? : en choisissant un vecteur u; de norme 1. On peut
alors compléter u; en un BOND (u;,u;). On peut choisir ) ou —u; pour orienter la
droite.

IV.2 Produit mixte

Dans le cas général : si E est un espace de dimension n et (uy,...,u,) est une famille
de n vecteurs de E, alors detyg(uy,...,u,) dépend du choix de la base % : quand on
change de base, on change la matrice des coordonnées de la famille, donc on change le
déterminant. La formule est :

cgt(ul,...,un) = (i@g:,t(%) dg(ul,...,un)

notons que c’est le déterminant de la matrice de passage qui intervient.

On se place maintenant dans R? muni d’une base orthonormée directe notée 2.
Soient u et v deux vecteurs de R?, alors le réel dets(u,v) est indépendant du choix de
la base Z. En effet, si %’ est une autre base (toujours orthonormée directe), alors

det(e,v) = det( ) det(u,v)
=1
Ceci amene a la définition suivante :

Définition IV.2 Pour u et v deux vecteurs de R? on appelle produit mixte de u et v
le réel det(u,v) ot Z est une base orthonormée directe quelconque de R?,

De la méme maniére, pour u, v et w trois vecteurs de R>, on appelle produit
mixte de u, v et w le réel dety(u,v,w), ot Z est une base orthonormée directe
quelconque de R3.

Notation IV.1. On note [u,v] = dety(u,v) le produit mixte dans R? et [u,v,w] dans R>.

% D’une maniere générale, si E est un espace euclidien orienté de dimension 7 et
(uy,...,u,) est une famille de vecteurs alors dets(u;,...,u,) ne dépend pas du
choix de Z et donc on peut définir le produit mixte de n vecteurs : [uy,. .., u,].
Le produit mixte est donc simplement un autre nom pour le déterminant.
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% En dimension 2, le produit mixte [u,v] représente 1’aire algébrique du parallé-
logramme construit sur ces deux vecteurs. En dimension 3, le produit mixte
[u,v,w| représente le volume algébrique du parallélépipede construit sur ces trois
vecteurs.

IV.3 Produit vectoriel dans R3

Définition IV.3 Soit u et v deux vecteurs de R3, il existe alors un unique vecteur w
de R3 tel que :

Vx € R, [u,v,x] =< w,x >

Ce vecteur w est appelé le produit vectoriel de u par v.

Démonstration. En effet, ’application : x — [u, v, x] est une forme linéaire sur R*. Donc
il existe un unique vecteur w vérifiant la condition. |

Notation IV.2. On note u Av. On a donc la relation :

Vx € R3, [u,v,x] = d;t(u,v,x) = (uAv,x)

avec P une BOND quelconque.

Proposition IV.1 — Propriétés du produit vectoriel.
L application : (u,v) — u Av est bilinéaire alternée. Autrement dit, on a :
e aufixé, v— u /v estlinéaire,
e avfixé, u — u /v estlinéaire,
* uNv=—vAu.
Ona:

u/ANv =0 <= uetvsont colinéaires

Le vecteur u A v est orthogonal a u et a v.
Si u et v sont non colinéaires, alors (u,v,u A v) est une base directe de R,

Démonstration. On fixe u, et on considere v; + v, une combinaison linéaire de vec-
teurs de R3. Pour un vecteur x quelconque de R3 :

[u,vi + vy, x| :d@%’[(u7 Vi + oy, x) % BOND quelconque de R*
= dg;cjt(u7 Vi, X)+ o d%e?t(u, V2,X) linéarité du déterminant
=(uAvi,x)+ 0o (uAva,x) définition du produit vectoriel
=((uAvi+ouiv),x) linéarité du produit scalaire

Par définition du produit vectoriel, on peut ainsi écrire que :

uN(vi+ovy) =uAvi+ouiv,
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Pour I’antisymétrie, on fixe u et v dans R et un vecteur x quelconque de R3 :
(uAv,x) = [u,v,x] :dg[(u,v,x)
=— dgn(v,u,x) =—(VAu,x)

Cette relation montre alors que u Av = —vAu.
Supposons que u et v soient deux vecteurs de R> colinéaires, alors I’application :

X [u,v,x] = d;t(u,v, x) est ’application nulle

donc u Av=0.

Réciproquement : si u Av =0 c’est que I’application ci-dessus est nulle, et donc
qu’il est impossible d’ajouter un vecteur x a la famille (u,v) pour obtenir une famille
(u,v,x) qui soit une base de R3. c’est donc que (u,v) est liée d’apres le résultat sur les
bases incomplétes.

On a aussi :

[u,v,ul = dggt(u,v, u) =0donc (uAv,u) =0

ce qui signifie donc que (# Av) Lu, on obtient de méme (uAv) Lv.

Supposons maintenant que u et v soient non colinéaire (ie que (u,v) est une famille
libre). Montrons que (u,v,u Av) est libre. Pour cela, on forme 1’équation ou+ v+
yu Av = 0. On prend le produit scalaire avec u A v pour obtenir y|/u A v||> = 0 donc
vy =0 puisqu’on a vu que u Av # 0. Il reste ocu+ Bv = 0 qui donne (a, B) = (0,0) car
(u,v) est libre.

On a donc une famille libre donc une base. de plus :

[u,vu Av] = dggt(u,v,w) = lurv|*>0

donc cette base est directe. [ |

Proposition 1V.2 — Expression analytique du produit vectoriel. Soit % une base

orthonormée directe de R, et soit u = (x,y,z) 4 et v = (¥',y,7) , deux vecteurs de
R3 ’
Alors,on a :

TN = (yz’—y’z,zx’—xz’,xy’ _x/y)%

On a ainsi directement acces aux coordonnées de u A v en fonction de celles de u et
dev.

Démonstration. C’est lié au calcul en développant le déterminant selon la derniére
colonne

><\

det(u,v,w) = = (vZ —y'2)a— (xd =2 )b+ (xy' —xy)c

~

uNv,w

N R
N
~ o & Q

—~
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% Il est important de retenir la démonstration pour pouvoir retrouver rapidement la
formule.

Interprétation géométrique

Dans cette partie, on voit rapidement (sans démonstration) comment le produit
scalaire et I’orientation de I’espace permettent de donner une définition a I’angle entre
deux vecteurs.

Définition V.4 Soient u et v deux vecteurs non nuls de R3.
La mesure de I'angle non orienté des vecteur u et v est 'unique réel
0 € [0, x|, tel que :

<u,v >= [ul[[v|]|cos(8)

comme on I’a vu c’est I’inégalité de Cauchy-Schwarz qui permet la définition du
cosinus.

Il s’agit ici d’un angle géométrique, ie entre O et 7. Il n’est pas orienté.
Proposition IV.3 Soient u et v deux vecteurs non nuls et non liés et P le plan

engendré par (u,v). Soit w un vecteur unitaire orientant P.
Alorsona:

uNv=|ul|||v| sin(8)w

ou 6 est une mesure de 1’angle orienté de u et v selon w dans le plan P.

Démonstration. ADMIS. [ |

Isométries vectorielles du plan euclidien

Matrice de 0,(R)

Proposition V.1 Une matrice de O»(R) est de 1’une des deux formes suivantes :

cos® —sin@ cos@® sin@
sin® cos@ ou sin@ —cos@

En particulier :
cos@ —sinf
SOZ(R)_{<Sin6 cos 6 ) GER}

C’est I’ensemble des rotations vectorielles.
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% Les isométries vectorielles de R? sont donc :

. cos@ —sinf
les rotations de la forme .
sin@ cos@

les réflexions de la forme cos 6 sin6
sin@ —cosH

Démonstration. Soit (i Z) une matrice de O, (R).

On a : les relations suivantes :

a®+c* =1 premiere colonne orthonormée
a+b* =1 premiere ligne orthonormée
b +d* =1 deuxieme colonne orthonormée
ab+cd =0 premiere et deuxieme colonne orthogonale

On peut donc écrire a = cos 0 et ¢ = sin 8, de la deuxiéme, on obtient alors : b = sin 0
oub = —sinb, puisd =cos0 oud = —cos O
Supposons b = sin 8, alors on obtient :

cos0sin O +sinfBd =0,

d’oud = —cosf.
Supposons b = —sin 8 et on obtient de méme : d = cos 6.
On a donc bien ’une des deux formes ci-dessus.

Proposition V.2 Soit deux matrices R(0) et R(6’) de rotation de la forme :

R(0) = <cos@ —sin9>

sin@ cosH
On a alors :
R(0)R(0') =R(0')R(6) =R(6+6')
En particulier, la multiplication est commutative dans SO».

Démonstration. 1l suffit de faire le produit :
n_ (cos® —sinB) [(cos@®’ —sinb’
R(O)R(6) = (sin@ cos 6 > <sin6’ cos 6’
_ [ cosBcos@ —sinOsin®’ —sinH’cosO —sin 6 cos 6’
~ \sin®’cos @’ +sinB’cos®  cos B cos O —sinOsin O’
_ [cos(0+6") —sin(6+6)
- \sin(646")  cos(60+6)
=R(6")R(0).
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Interprétation géométrique

Soit maintenant & le plan orienté, c’est a dire que 1’on a muni le plan d’un repére
orthonormé direct.

Les isométries de &2 correspondent aux isométries vectorielles, donc aux matrices
orthogonales.

Les isométries de & directes, correspondent aux matrices de SO»(R). Il s’agit donc
des isométries vectorielles positives ou des rotations vectorielles planes. Cet ensemble
est noté SO(2).

Pour une telle rotation , il existe un réel 0 unique a 27 pres tel que quelque soit la
BON £ directe, on a :

cos® —sinf
Matz(r) =R(0) = <sin6 cos 0 )

le réel O est alors une mesure de I’angle de cette rotation, qui est alors la rotation
d’angle 6.

La composée de deux rotations est une rotation. Plus précisément, la composée des
rotations d’angle 6 et d’angle 6’ est la rotation d’angle 6 + 6’. La composition est donc
commutative dans SO(.2?).

Si un vecteur v a pour coordonnées (x,y) dans une BON de 2, alors son image par
la rotation r d’angle 8 a pour coordonnées (x',y’) (toujours dans la base %) :

(x’ > B (cos 6 —sin 9> (x)
y')  \sin@® cos y
On constate 1’analogie avec les complexes :
X' +iy' = (cos @ +isin0) (x+iy)
ce qui justifie I’écriture complexe de la rotation.
Proposition V.3 En identifiant le plan orienté et les complexes, la rotation » d’angle

0 est I’application :

I eieZ

On obtient aussi :
Proposition V.4 Les isométries vectorielles d’un plan euclidien &7 sont soit des

rotations soit des réflexions.
La composées de deux réflexions est une rotation.

Démonstration. C’est la classification des matrices de O, (R).
On voit que si A et B sont deux réflexions, alors : AB est de déterminant 1, donc une
rotation. u

Isométries vectorielles de 'espace euclidien

On considere E un espace euclidien de dimension 3. On va alors classifier les
isométries de E.
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VI.1 Matrice de 03(E)

Proposition VI.1 Soitu € O(E). Alors on a :
o Sidet(u) =1 (ie u € SO(E)), alors il existe une base orthonormée (que 1’on
peut choisir directe) % de E telle que :

1 0 0
Matg(u)= |0 cos® —sinb
0 sin6 cos6

* Sidet(u) = —1 (ieu € O(E)\ SO(E)), alors il existe une base orthonormée
(que I’on peut choisir directe) % de E telle que :

—1 0 0
Matg(u)=| 0 cos@ —sinb
0 sin® cos@

Démonstration. Considérons u € O3(E), alors les valeurs propres complexes de u sont
toutes de modules 1, et il existe au moins une valeur propre réelle (donc 1 ou —1 est
valeur propre).

Supposons det(u) = 1, alors on a plusieurs choix (selon I’ordre géométrique de la

valeur propre 1) :

* Soit dim(E; (u)) = 3, et donc u est I’identité. Ce qui correspond au cas 6 =0
ci-dessus.

* Soit dim(E;(u)) = 2, et donc Ej(u) est un plan stable. Le probléme est que dans
ce cas : (E;(u))" est une droite stable, donc il y a une autre valeur propre (qui
n’est pas 1) que I’on note A. u est donc diagonalisable. Les valeurs propres de u
sont donc 1 (ordre géométrique et algébrique 2) et A d’ordre 1. Comme y,, est
réel, on a nécessairement A € R, et donc A = —1. Ceci est impossible puisque
det(u) = 1. Donc ce cas ne se produit pas.

« Soit dim (E; (u)) = 1, dans ce cas E; («) est une droite stable notée D et (E; (u))™
est un plan stable noté I1. Dans une base & = (f1, f2, f3) orthonormée directe,
avec f] base de D et donc (f>, f3) base de I1, la matrice de u est diagonale par
bloc :

Matz(u) =

S O =
o Q O
QU S O

L’endomorphisme induit par u sur IT est aussi une isométrie (u conserve la norme
_ . _ . - a b
donc # aussi), de plus : det(i7) = 1 (car la matrice de i dans (f2, f3) est : <C d>

). On applique le résultat précédent qui donne :

1 0 0
Matz(u)= |0 cos® —sin6
0 sin@ cosH

Si & n’est pas directe, on peut remplacer f; par —f;. Donc on peut toujours
supposer u directe.
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* Soit dim (E;(u)) = 0 et donc 1 n’est pas valeur propres. Dans ce cas les trois

valeurs propres complexes sont (—1,—1,—1) ou (—1,A,1) avec A € C\ R, mais

dans tous les cas det(#) = —1 ce qui n’est pas possible.
Supposons maintenant que det(u) = —1
On procede de méme en considérant I’ordre géométrique de la valeur propre —1 :
* Sidim(E_;(u)) = 3, et donc u = —id est ’identité. Ce qui correspond au cas

0 = 7 ci-dessus.

* Sidim(E_;(u)) = 2, alors comme ci-dessus, cela signifie qu'une droite est stable

et donc qu’il y a une deuxieme valeur propre réelle, qui doit donc étre 1. Donc le
déterminant est égal a 1 ce qui n’est pas possible.

e Sidim(E_;(u)) = 1, alors c’est une droite D, et idem qu’au dessus D" est un

plan stable IT. On construit de méme une base (f1, f2, f3) base orthonormée avec
f1 base de D et (f2, f3) base de I1, On note toujours i 1’endomorphisme induit
par u sur I1. Comme ci-dessus, i est une isométrie et en regardant la matrice, on
constate que son déterminant est 1. On applique alors le résultat sur SO, (R) pour
avoir la forme de la matrice :

-1 0 0
Matz(u)=| 0 cos@ —sinf
0O sin® cosB

de la méme maniere, si la base constuite n’est pas directe, alors on remplace fi
par —fi.
Sidim(E_;(u)) =0, c’est que — 1 n’est pas valeur propre donc les valeurs propres
sont (1,1,1) ou (1,A,2) avec A € C\ R, mais dans tous les cas det(x) = —1 ce
qui n’est pas possible.

|

Intreprétation géomeétrique

Pour les isométries d’un espace euclidien de dimension 3, on a le tableau suivant :

dim(E; (u)) Nature de u Type d’isométrie
0 antirotation d’axe E_(u) —
cas particulier : —Idg
1 rotation d’axe E (u) +
cas particulier : demi tour
2 réflexion par rapport au plan Ej (u) —
3 ldg +

Une antirotation d’axe D est une composée d’une symétrie par rapport au plan
IT1= D" et d’une rotation par rapport a D.

% On peut aussi (en exercice) refaire ce tableau en considérant dim(E_; (u)).

% Bien repérer quelque cas particulier pour lesquels, 1 et —1 sont valeurs propres :

— demi-tour :
1 O 0
0O -1 O
0o 0 -1

C’est une rotation d’angle 7.
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— Réflexion (symétrie selon un plan) :

-1 0 0
0 10
0 01

C’est une anti-rotation d’angle 0.

Pour classifier les isométries d’un espace vectoriel de dimension 3, on procede ainsi :
* Sidet(u) = 1. On regarde la dimension de E| (u).

— SidimE, (u) = 3 c’est ’identité.

- SidimE;(u) =1, E1(u) est une droite D, c’est I’axe de rotation.
On commence par déterminer cet axe de rotation en trouvant f] une base
de D.
Le plan IT = D~ est stable par u et ’endomorphisme induit par u sur IT
est une rotation. Pour trouver I’angle de la rotation on utilise la relation
Tr(u) = 142cos(6) qui permet facilement de déterminer 6 au signe
pres.
Pour connaitre le signe exact (ie le « signe » de 1’angle), on prend un
vecteur f> quelconque non colinéaire a f; (par exemple un vecteur de la
base canonique), puis on calcule u( f>). On regarde alors si (f1, f2,u(f2))
est directe (dans ce cas 1’angle est dans [0, 7r]) ou indirect (dans ce cas
I’angle est dans [—7,0]).

o Sidet(u) =—1.

- SidimE_;(u) =3 c’estque u = —Id.

— SidimE_;(u) = 1 on cherche de méme une base f; de D = E_;(u), puis
on procede de méme : on utilise 7ru = —1+2cos 6 qui donne I’angle au
« signe » pres. Puis on prend un vecteur f et on regarde si (f1, f2,u(f2))
est directe.

% On peut aussi construire une BOND % = (f1, f», f3) et déterminer directement
la matrice de u dans cette base.

VIl Réduction des endomorphismes autoadjoints et des matrices sy-
métriques réelles

VII.1 Définition
Définition VII.1 Un endomorphisme u de E est dit autoadjoint lorsque :

V(x,y) € E*, (u(x),y) = (x,u()).

Notation VIL1. On note . (E) l’ensemble des endomorphismes autoadjoints.

Rp) On parle aussi d’endomorphisme symétrique, a la place d’autoadjoint, mais on
préferera autoadjoint.



VII.2

162 Espaces euclidiens

% Caractérisation des projecteurs orthogonaux

Soit E un espace euclidien. On appelle projecteur orthogonal un projecteur tel que
Im(p) = ker(p)*,

Autrement dit si on a une décomposition E = F @ G alors le projecteur sur F
paralléglement & G est orthogonal si et seulement si F = G*.

On parle de méme de symétrie orthogonale et de réflexions (symétrie par rapport a
un hyperplan).

Proposition VII.1 Soit E un espace euclidien, et p un projecteur de E. Alors p est
un projecteur orthogonal si et seulement si il est autoadjoint.

Démonstration. On suppose que p est un projecteur orthogonal. Soit x et y dans E. On
écrit x = a+u avec a € Im(p) et u € ker(p), et de méme y = b+ v.
On a alors :
<plx),y>=<a,y>=<a,b>+<a,v>=<a,p(y) >
=0
D’ou p est autoadjoint.
On suppose p autoadjoint. Soit a € Im(p) et u € ker(p), on calcule :

<a,u>=<pla),u>=<a,pu) >=<a,0>=0

Matrices symétriques
Soit x et y deux vecteurs de E, % une BON, et X et Y les matrices colonnes

correspondantes a x et y, soit enfin M = Mat 4 (u) la matrice correspondant a u. On a
alors :
(u(x),y) =(MX)"y =x"M"y
=(x,u" ()
ott u” est I’endomorphisme correspondant a M7 .

Cette relation permet de donner un sens mathématique a la transposé d’une matrice.
On obtient alors :

Proposition VII.2 Si Z est une BON de E et que u est un endomorphisme de E,
alors u est symétrique si et seulement si Mat(u) est symétrique.

Démonstration. Supposons qu’il existe une BON tel que la matrice M = Mat 5 (u)
symétrique.

considérons (x,y) € E? On écrit les coordonnées dans la BON de x et de y dans des
matrices colonnes X et Y. La relation précédente montre que :

MX)'Yy =X"MTYy =x"my =
ce qui signifie :

<u(x)7y> = (x,u(y)>
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Supposons maintenant que u soit une isométrie, considérons une BON % quel-
conque.

Comme u est autoadjoint, on a la relation pour tout couple de vecteurs X et Y :
XMy =x"my

On choisit pour vecteur X et Y les vecteurs e; de base de .7, 1 (R), ie les vecteurs
colonnes avec une 1 sur la i-ieme composante et des zéros ailleurs.
On a facilement pour (i, j) € [1,n] :

eiTMej = M,'J
et donc
eiTMej = eiTMTej signifie M; ; = M ;

Comme i est j sont quelconques, cela signifie que M est symétrique. |

VI.3 Théoréeme spectral

Théoreme VII.3 Un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien admet une
base orthonormale de vecteurs propres.

En particulier un endomorphisme autoadjoint est diagonalisable.

Démonstration. Conformément au programme ce théoréme est admis. |

R) Sansaucun doute, le résultat le plus important de la partie algebre linéaire !

Proposition VII.4 Pour toute matrice symétrique réelle A, il existe une matrice
orthogonale P et une matrice diagonale D telle que :

A = PDP~! ou encore A = PDPT

% Bien repérer et indiquer les hypotheses (la matrice doit étre symétrique et réelle).
Le fait que les vecteurs propres sont orthogonaux est utile : si on n’en connait
certains alors on peut en déduire d’autres.

La matrice :

=i )

est complexe, symétrique. Elle n’est pas diagonalisable, puisque yy = X et que
M n’est pas nulle.

Démonstration. On met dans P les vecteurs propres, et dans D les valeurs propres cor-
respondantes. Comme ils forment une BON, la matrice P est inversible et orthogonale.
Comme P est constitué de vecteurs propre, on a :

AP = PD et donc A = PDP .
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Vil.4 Endomorphisme autoadjoint positif

Définition VII.2 Soit E un esapce euclidien. Un endomorphisme u € .Z(E) autoad-
joint est dit positif lorsque :

Vx € E,<u(x),x>>0
11 est dit défini positif lorsque :

VXEEx#0 = <u(x),x>>0

% Ainsi, u est défini positif, si il est positif et si

Vx€eE, <u(x),x>=0 <= x=0

% Si u est défini positif, alors :

ExE — R
(x,y) — <u(x),y>

est un produit scalaire.

Notation VIL2. On note .+ (E) I'ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs
et ST1(E) I’ensemble des endomorphismes autoadjoints strictement positifs.

Proposition VIL.5 — caractérisation spectrale. Soit u € .¥(E) un endomor-
phisme autoadjoint.

On sait déja que u est diagonalisable d’apres le théoréeme spectral.

Alors u € .7 (E) si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives et
de méme, u € .77 (E) si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

Démonstration. On suppose que u € .+ (E). Soit A une valeur propre et x un vecteur
propre associé. On a alors :

<u(x),x>=A <xx>=A[x|*>0

donc A > 0.

Réciproquement, on suppose que toutes les valeurs propres de u sont positives. On
considere x € E, et on décompose dans une base orthonormale de vecteurs propres
(e1,...,e,) enécrivant : x =Y | xje;.

On a alors :

n n
<u(x),x >= <Zlixl~e,-, ijej>
i=1 i=1

:Zl;x% }0

i—1
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On suppose maintenant que u € .’ (E). Soit encore A une valeur propre et x un
vecteur propre associé. Comme x est non nul, on a maintenant la relation :

Allx|)* >0

ce qui donne A > 0.

Réciproquement, on suppose que toutes les valeurs propres de u sont strictement
positives. On considere un vecteur x tel que : < u(x),x >= 0. On décompose x sous la
forme : x =Y, x;e;. La relation vu précédemment donne toujours :

),ix? =0

-

I
—_

Comme c’est une somme de réels positifs, cela donne : Vi € [1,n], lix% = 0 comme
Ai # 0, 0on a x; = 0. Ainsi, x est nul. [ |

Définition VII.3 Soit A € .7,(IR) une matrice symétrique.
On dit que la matrice A est symétrique positive lorsque :
VX € M,1(R), XTAX >0
On dit que la matrice A est symétrique définie positive lorsque :

VX € Mpi(R), X #0 = XTAX >0

Notation VIL3. On note ., (R) et ;" *(R) I’ensemble des matrices symétriques
positives et définies positives.

% Si A est symétrique définie positive alors :

My R)x My (R) — R
¢ (X,Y) — XTMY

est un produit scalaire.
De méme que pour les endomorphismes on a la caractérisation spectrale :

Proposition VIL.6 Soit A € .7, (R) une matrice symétrique. On sait déja que A est
diagonalisable d’apres le théoréme spectral.

Alors A est positive si et seulement si toutes ces valeurs propres sont positives, et
A est strictement positive si et seulement si toutes ces valeurs propres sont strictement
positives.

Démonstration. 11 suffit de considérer les endomorphismes canoniquement associés.
|
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+* Rappels de premiére année
Exercice 1

1. Montrer que I’application (A, B) — Tr (A” B) est un produit scalaire sur 'ensemble .#,(R).
Trouver une base orthonormée pour ce produit scalaire.

2. On note .7, et <7, les ensembles des matrices symétriques et antisymétriques. Montrer que .¢7, est le supplémentaire
orthogonal de ..

3. Soit A = (a; j) une matrice réelle. Expliquer pourquoi :

inf a; i —m; avec M = (m; ;
MeFy(R lZUZ ij lJ (w)

1 n n
existe et est égal a — aii—aj;)’.
g 4 ; J;( ij—aji)
Calculer I’orthogonal des matrices diagonales pour ce produit scalaire.
. Montrer que :

o

VA € M (R), |Tr(A)] < VaN(A)

ol N(A) est la norme associée a ce produit scalaire.
Etudier le cas d’égalité.

Correction :
1. Tres classique, notons que

|A]|* = Tr(ATA) = Za,,

donc ¢’est la norme canonique en identifiant ./, (R) avec R™ .
Une BON est la base canonique constituée des matrices (E;, j)i,j
ailleurs.
En particulier, on peut vérifier que (A, E; ;) = a; j (coefficient ligne i colonne j de A).
2. 1l existe deux méthodes :
¢ construire des BON pour ., et <7, :

, avec E; ; est la matrice avec un 1 en (i, j) O partout

<(E,,,.)l.’l. , \2 (Ei; +E,,,.),.<j> BON de .7,
(\}E (Eij— EL,-)KJ.) BON de ¢/,
On vérifie alors facilement que :
((E,‘,,.)l.vi , \2 (Evj+ s \}5 (Epj— E,-,i)l.q) BON de ./, (R)
Comme la réunion de la BON de .7, (R) et de <7,(R) est une BON de .#,(IR), on en déduit que <7, et .}, sont
onsitans g

VA € M, (R),A = ! (A+AT) +% (A—AT)

2

On connait donc la projection de la matrice A sur les matrices .¥, et .<7,.
Ainsi, #,(R) = .7,(R) ® <7,(R).

157



On considere ensuite deux matrices A € ., et B€ 7,.On a:

(A,B) =Tr (A"B) =Tr(AB) carA € ¥
=Tr (BTA) car Tr(A) = Tr(AT)
=—Tr(BA) = —Tr(BA) car Tr(AB) = Tr(BA)

On en déduit que (A, B) = 0 et que on en déduit que <7, et ., sont supplémentaires orthogonaux.
3. Laborne inférieure existe car c’est une partie minorée par O et non vide de R. Il faut faire le lien et dire que I’on calculer
d*(A,7,) = d*(A,P), ou P est le projeté sur .7, la borne inférieure est donc atteinte.
C’est donc aussi ||Q||?, avec Q le projeté sur .27, A partir de 1a deux choix :
* Utiliser I’expression du projeté : Q = % (A —AT), ce qui donne :

1
10|I> = ZZZ(%/ —aj;).
i

 Utiliser les BON vues a la question précédente :

lol? Zl; (<A7 \}i (Eij —Ej,i))>2
:% Y (aij—aji)?

i<j

Un petit calcul montre alors que ces deux expressions sont égales.
4. En utilisant les BON vue a la question précédente, on obtient :

9 =Vect ((Ei,i)i) .
It —Vect <(Ei,j)i7éj>

C’est a dire les matrices avec des O sur la diagonales.
On peut aussi chercher les conditions sur une matrice A pour que pour tout matrices D € 2, (A,D) = 0. Cela s’écrit :

V(Ao An) €RY Lay + -+ Apan, =0
D’ou clairement :
ajg=--=apy=0
5. On utilise I’inégalité de Cauchy-Schwarz :
ITr(A)] = |(A, L) | < [|A]l[[1]]
Oron a :||I,|| = v/n. Le cas d’égalité corresponds au cas ol A = A1,.

Exercice 2 Exemple d’utilisation de I’inégalité de Cauchy-Scharwz
1. Montrer que I’application :

((x,y, 2), (X’,y’,Z')) — 2xx' +yy' + 527
définit un produit scalaire sur R3.
2. Si (x,y,2) € R? vérifie : 24> +y* + 5z% < 1. Montrer que

17
2

< -
(x+y+2) 10

Est-ce qu’il peut y avoir égalité?

Correction :
1. Facile.

158



2. On applique Cauchy-Schwarz avec : X = (x,y,z) et Y = (3,1, 1), cela donne :
(rty+2)* = (<X Y > < XY |?

11 suffit de vérifier que ||Y||* = {Z.
Il y a égalité si ||X||*> = 1 et égalité dans Cauchy-Schwarz. On en déduit que IA € R, X = AY. On obtient alors

— 10
X =+/y.

Exercice 3 Exemple de calcul d’orthonormalisation
Soit R? muni de sa structure canonique d’espace euclidien. Vérifier que les vecteurs

vi = (1,0,1), v, =(1,0,2), wv3=(1,1,1)

forment une base de R3.
Déterminer son orthonormalisée de Gram-Schmidt

Correction : calculatoire mais sans difficulté.
Pour montrer que c’est une base, on peut calculer le déterminant :

1 11 11
det(vl,vz,V3): 0 0 1 :_‘1 2‘: 1#£0
1 21

Pour u, on calcule ||v{]|. Ainsi, u; = % (1,0,1).

Pour u,, on commence par chercher x sous la forme x = v, + au, avec < x,u; >= 0. Ainsi, ¢ = — < vp,u; >= —%3.
Au final :
3 1 1
=(1,0,2)—=(1,0,1) = —=,0, =
r=00.2)-3 0.0 = (-5.0.3)
1
=—(—1,0,1
2( ) ? )
On a alors ||x|| = @, et donc :
2
uzz*zf(—m,n

Pour u3, on cherche x sous la forme x = v3 + ctuy + Bu;.
On veut : < x,uy >= 0 donc

2
o =—<v3,uy >= —\zf<(—l,0,1),(1,1,1)> =0

on veut aussi < x,u; >= 0 donc :
2
B=—<viu >= —{«1,0,1),(1,1,1» = V2.
Au final :
x=v3—V2u; = (0,1,0)

et comme x est déja normé : uz = (0, 1,0). La base obtenue est donc :

P P
ulzz\é(l,o,l) uzzz\g(—q,o,l) s = (0,1,0)

% Produit scalaire sur 'ensemble des fonctions de carré intégrable
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Exercice 4 Soit E = ¢° ([~1,1],R). On munit E d’un produit scalaire :

1
<t8>= [ Pr0s

1. Vérifier que c’est bien un produit scalaire.
On note & I’ensemble des fonctions paires de E et .# I’ensemble des fonctions impaires.
2. Montrer que & et .# sont orthogonaux.
3. En déduire que Z est le supplémentaire orthogonal de .#.
Onnote G = {f € E|f(0) =0}.
4. Soit f € G*.
Montrer que g : x — x>f(x) est dans G. En déduire que G* = {0}

Correction :
1. cours pour I’essentiel avec un point important pour la continuité en 0.

2. Sife Petge 7, alors:
1 -1
/ f(t)g(t)dt :/ f(—=t)g(—t)(—dr) par changement de variable
-1 1
1
=— / f(t)g(r)dt par parité imparité
-1

etdonc < f,g >=0.
3. Soit f € E, on écrit :

1

Ve [-L1], f(x) = 5 (FG)+ F(=0) + 5 () — F(-)

Ainsi : E = & + .. Comme ils sont orthogonaux la somme est directe et ils sont supplémentaires orthogonaux.
4. g € G évident. Etdonc < f,g >=0. Ce qui s’écrit :

1
/ fA(1)dt =0
-1
intégrale d’une fonction continue et positive nulle donc : V¢ € [—1,1], t*£2(¢) = 0 donc V¢ € [—1,1]\ {0}, f(t) =0, et
continuité de f donc f =0.

. - . 1 , . S N

p) Lexercice précédent montre donc que la relation (GL) = G n’est plus valable en dimension infinie. De méme, on peut

avoir : G@® G # E. Plus précisément, G et G sont toujours en somme directe (puisque leur intersection est réduite au
vecteur nul) mais pas toujours supplémentaires.

Correction :
1. facile
2. facile
3. f(Xo,Xo) =0, donc pour que f soit un produit scalaire, il faut que A soit inversible.
4. Si A est symétrique, alors f est clairement symétrique.
Si f est symétrique, alors en prenant X = E; et Y = E; on obtient a; ; = a;; pour tout i et j.

Exercice 5 Soit E un espace euclidien de dimension n (n > 2). On considere (ey,...,e,) une famille de n vecteurs de E et
on pose G = Vect(ey,...,e,). On note aussi :
E — FE
. n
F x = (x|ei)e;

i=1

1. Montrer que :
Im(f) C G et ker(f)* C G

2. Montrer que f est bijective si et seulement si la famille (ey,...,e,) est une base de E.
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I 3. Montrer que f = Id si et seulement si (ey,...,e,) est une base orthonormée de E.

Correction :
1. Soit y € Im(f), alors on sait que y s’écrit :

-

Il
—_

y= ) (xlei)e;

et donc clairement y est combinaison linéaire de vecteurs de la famille (ey,...,e,), d’ou : Im(f) C G.
Soit maintenant x € G-, on a alors :

Vie [1,n], (x|e;)) =0
en conséquence : f(x) =0, cad x € ker(f). ainsi :

G+ Cker(f)

en prenant I’orthogonal cela donne : ker(f)* C G.
REM : avec larégle A C B = B C At etlaregle A" = A valable ici car on est en dimension finie
2. Supposons f bijective, alors f surjective, ie Im(f) = E et donc E C G cad E = G, et donc la famille (ey,...,e,) est
génératrice donc une base car le bon nombre de vecteurs.
REM : on peut aussi faire avec le noyau : f injective, ie ker(f) = {0} et donc E = {0}* C G.
Supposons : (ej,...,e,) est une base de E. Montrons que f est injective. Pour cela, on prend x € ker(f), on a alors :

(x|ei)e; = 0 donc Vi € [1,n], (x|e;) = 0 car la famille est libre

-

i=1

On écrit ensuite les coordonnées dans la base (ey,...,e,) :

n
X = Zx,-ei
i=1

on a alors :

(x|x) = ( Z%e,) = Zn;xi (xle;) =

et donc x = 0. D’ou f injective et puisque c’est un endomorphisme, f est bijective.

3. Si(ey,...,e,) estune BON de E, alors f est I’identité, c’est du cours (les coordonnées = les produits scalaires).
Supposons que f soit I’identité. Déja, (ej,...,e,) est une base Calculons f(e;).
Ona:

n
Z erlei)e
D’ou :

(1—le1]*)er + 2(91 lei)e; =0
i=2

Puisque c’est une base, cela donne :
2 .
Hel” :17 vle[p?n]]? (el|ei):O
Ainsi, e] est normé et orthogonal aux autres. on procéde de méme pour e, e3, etc.

Exercice 6 Soit E un espace préhilbertien et G un SEV de E de dimension .

Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de G.
On pose :

H= {x— i(x|e,~)ei]x € E}

i=1

Vérfier que H est un SEV de E puis montrer que H et G sont supplémentaires orthogonaux.
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Correction :
H est I’'image de Id — Pg, c’est donc un SEV.
Pourxe€ E,ona:
x = pg(x) + (x— pg(x))
dou E=G+H.
Soit x dans G et y dans H. On écrit : y = z— pg(z) etx =Y | xie; avec x; =< x,e; >
et on calcule < x,y > :
<x,y >=<x,z2>— <x,pg(z) >
D’un c6té :
n
<xz>=) x<epz>
i=1
de I’autre :

n
<enz>e>=) <enz><xe>
i=1 i=1

<x,pg(z) >= <x,

n

n
=) <eiz>x
i=1

D’ou < x,y >=0.
On a donc montré que GLH, c’est-a-dire que G C H et H C G.
Rappel : cela implique GNH = {0}. a démontrer.
Rappel : comme E = G + H cela implique que G = H+. 4 démontrer

* Exercices rapides d’application directe du cours
Exercice 7 Soit E un espace euclidien, u € O(E) et F un SEV de E.
Montrer que u (F*) = (u(F))*.
Retrouver en particulier que si F est stable par u, alors F est aussi stable par u.

Correction : Soity € u (F*) ety € u(F). On écrit alors y = u(x) et y' = u(x’) avec x € F* et x’ € F. Clairement, on a :
<y,y >=<u(x),u(x') >=<x,x >=0
D’ou I'inclusion.
Méthode 1 : Pour montrer 1’égalité, on peut utiliser les dimensions en utilisant :
dim (u(F)) = dim(F) car u est un isomorphisme.

On peut rappeler cela rapidement : on considere une base de F : (eq,...,e,), alors (u(ey),...,u(ep)) est libre (car
u injective), de plus, (u(e1),...,u(e,)) est génératrice de u(F). Donc, (u(e1),...,u(e,)) est une base de u(F), donc
dim (u(F)) = dim(F).
En particulier, si F est stable, on a u(F) = F (en effet u(F) C F et égalité des dimensions). Donc : u (F L) =F*
Méthode 2 : On prend une BON de E adaptée a F'. On note :
PB=(e1,....ep,epi1,...,e,) estune BON adpatée a F
€ = (u(er),...,u(ep),u(epi1),...,u(e,)) estune BON
avec (eq,...,e,) base de F.
On décompose x € (u(F))" dans € :

n
x= inu(ei) avec x; =< x,u(e;) >
i=1

— i xu(e;) car x € (u(F))*
i=p+1

:u( y xie,-> cu(F")

i=p+1
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Application : si F est stable, alors u(F) C F, donc u(F) = F (par égalité des dimensions).
donc F+ = (u(F))™*, et donc :

Fr=u (Fl)

Exercice 8 Soit E un espace pré-hilbertien. (e;) ic[1,, une famille orthonormée.
Montrer que :

(< x,ei >)* < ||x|)?

(ngE

1

p) Cette inégalité dite inégalité de Bessel est a connaitre.

Correction : On note F = Vect(ey,...,e,) le SEV engendré par la famille. Alors :

n
Z < x,ei > e; est le projeté de x sur F
i=1

et donc ||Pr(x)||* < ||x||* donne le résultat.

On rappelle que I’on peut projeter sur un espace de dimension finie (méme si I’espace ambiant n’est pas de dimension
finie).

On rappelle aussi que comme (e¢;) est une famille orthonormale, on a :

n

Pr(x) :Z < x,ei > e;
i=1
n

|Pr()[> =} (< xei>)°

i=1
Exercice 9 Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien E tel que :
V€ B, (f(x)}x) =0
1. Montrer que ¥(x,y) € E, (f(x)[y) = — (x[f (7))

2. Montrer que ker(f) et Im(f) sont orthogonaux.
3. En déduire que Im(f) = ker(f)*.

correction
1. On applique sur x+y :

0=(f(x)+f)x+y)=(f(x),x) +(f¥),x) + (f(x),9) + (f(),¥)
=(f(y),%) +(f(x),y)

2. soitx € ker(f) ety € Im(f). On écrit y = f(a). Ainsi :
(x,y) = (x,f(a)) = = (f(x),a) =0

3. On a Im(f) C ker(f)" et égalité des dimensions par théoreme du rang (NB : on est en dimension finie car espace
euclidien).
# Produit scalaire et polynbmes
Exercice 10 Soit n un entier naturel non nul et (ag, ...,a,) n+ 1 réels 2 a 2 distincts.
On considere sur R, [X] le produit scalaire :
n

(P,Q) — Y P(a;)Q(a;)

i=0
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Soit la famille (Z;),_, , des polynémes d’interpolation de Lagrange associée aux réels (ay, ..., a,)

" X—aj
L= !

j=04i—4dj
JFi

1. Montrer que cette famille est une base orthonormée.
2. Soit P un polyndme. Ecrire les coordonnées de P dans cette base.

Correction :
1. On calcule :

n
< L,',Lj >= Z L,-(ak)L,-(ak)
k=0

or :

0 sii#k
L"(a"):{1 siizk

Ainsi, sii# j,iln’y a que des termes nuls dans la somme et donc < L;,L; >=0

Sii=j,iln’y aque le terme k =i = j qui est non nul et donc < L;,L; >=1.

Ainsi les (L;) forment une famille orthonormée et ont le bon nombre de vecteurs donc une base de R,[X].
2. On calcule :

<PL>= Y PlagLila) = P(a)
k=0

car un seul terme est non nul dans la somme.
Au final :

% Isométrie
Exercice 11 Soit u un vecteur unitaire de R”.

Montrer que I’application de R" dans R" définie par :
fixr—x—2<ux>u

est une isométrie vectorielle de R”.
Interpréter cette isométrie.

Correction : on considére un vecteur x de R”

£ OO =l =2 < ux > x>
=[ell? =4 (< w,x >)? +4 (< upx>)? ul®
=|x|?
Ainsi, f est une isométrie. Si on note D = Vect(u), alors f =Id — 2p, avec p le projecteur sur D. C’est donc une symétrie.

Exercice 12 Soit f une isométrie vectorielle d’un espace euclidien E.

Montrer que :
ker (f —Idg) = Im (f —Idg)™

Cela signifie que dans un espace euclidien, une symétrie est une isométrie si et seulement si c’est une symétrie
orthogonale (au sens ot E (f) = E_{(f)™").
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Correction : Il faut faire une inclusion et 1’égalité des dimensions.
Soit x € ker (f —Idg) ety € Im(f —Idg). Il s’agit de démontrer que x_Ly.
On sait que f(x) =xetonsait dJa € E, y = f(a) —a. On a alors :

<X,y> = (x,f(a)> - <x,a>
=(f(x),f(a)) — (x,a)

Comme f est une isométrie, on sait que (f(x), f(a)) = (x,a). D’ou (x,y) = 0, comme x et y sont quelconques, cela signifie
que ker (f —Idg) C Im (f —Idg)™.
L’égalité des dimension provient du théoréme du rang.

# Une application théorique du procédé d’othogonalisation

Exercice 13 Inégalité de Hadamard

Soit (x1,...,x,) n vecteurs d’un espace euclidien de dimension n.
Prouver que :

’[xl,---,xn] < et beal - - fleal

p) Géométriquement, I’inégalit€ exprime que, pour des cotés de longueur donnée, un parallélépipede est de volume maximal
s’il est rectangle.

Correction : Déja si xq,...,x, sont liés, alors c’est évident, le probleéme se pose donc quand c’est une base.
On note % une BOND et on suppose donc que (xi,...,x,) est une base et on note (uj,...,u,) la BON obtenue en

appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
Montrons alors la propriété suivante :

Vk e [1,n], |[x1,.-xa)| < |Jxal[llx2ll - el ey - - iy X1y - -+ s X
On note donc :
Pk) 7 xay x| < a2l ol [y - -yt Xty - - -3 Xn]”

et on procede par récurrence finie.
Montrons la propriété pour k = 1 : comme u; = ﬁ, cela donne :

= [t |l |1, x2, - ]|

‘[xl,...,xn]

D’ou la propriété au rang 1 (qui est dans ce cas une égalité).
Soit k < n tel que Z2(k) est vrai.

On sait donc : )[xl,. .. ,xn]‘ < el - el [eens -« s iy Xig1s - - - Xn). Le procédé de Gram-Schmidt consiste a poser :
k
W= Xpr1— Z (k15 k) g
i=0
puis a choisir u; 1 = ﬁ
Comme
k
Z (xk+1,uk> Ui € Vect(ul, S ,uk)
i=0
ona:
(U1 s Ul Xty e e ey X =0y Uy Wy Xt 5 Xin)

:HW|HMI7' "aukvuk+1axk+2 . '7xn]



Il reste & vérifier que :

Wil < [l

Pour cela, on a (comme (uy,...,u,) est une BON) :

n

2
st 1P =Y (Goegrs )
i=0
et comme w est le projeté de xg sur (Ugi1,...,uU,),0na:

n

Wi = Y, (Cor )

i=k+1

Ainsi @ ||w]| < ||xx11]| (c’est en fait I’inégalité de Bessel). Ce qui démontre 1’hérédité.
A la fin, on obtient :

‘[X1,-~-axn] < beaflleall - fleal| [oer, -]
———
=+1
Autre correction : si on se contente d’orthogonaliser (sans normaliser les vecteurs), on note encore : (uy,...,u,) la base
obtenue.
La matrice P de passage de (xj,...,x,) a (u;,dotsu,) est triangulaire supérieure avec sur la diagonale les valeurs de

< xj,u; >. Ainsi,
n n
(det(P)| = [ TI< 3, > < [l
i=1 i=1

Or detg(x1,...,x,) = det(P) d%:;t(ul,. ceylly)

==+l1

% Théoréme spectral

a®> ab ac

Exercice 14 SoitM = | ab b* be |,

ac bc ¢

ol a, b et ¢ sont trois réels non nuls vérifiant a* + b* + 2 = 1.

1. La matrice M est-elle diagonalisable ?

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés a M.

3. Préciser la nature géométrique de 1’endomorphisme de R3 canoniquement associé & M.

Correction :
1. La matrice M est diagonalisable car réelle et symétrique.
2. Onarang(M) = 1, donc 0 est valeur propre d’ordre géométrique (donc algébrique car M diagonalisable) 2. La somme
des valeurs propres fait la trace donc 1. Donc 1’autre valeur propre est 1 (de multiplicité 1).
11 faut ensuite trouver des bases des sous-espaces propres. On a :

Ey=ker(M) = {(x,y,z) €R3‘ax+by+cz:0}

(c’est un plan). Pour Ej, il faut prendre un vecteur orthogonal. Une base de E est par exemple <(a, b, c)) .

3. Soit u I’endomorphisme canoniquement associé, alors u est autoadjoint (car M est symétrique) et u est un projecteur
(car M? = M donc uou = u). Ainsi, u est un projecteur orthogonal sur (la droite) E;.

#* Produit mixte et vectoriel
Exercice 15 On se place dans E = R? orienté par une BOND.

1. Démontrer la relation :
Y(u,v,w) € E3, uh(vAw) = (u-w)v— (u-v)w
2. Démontrer la relation :

V(u,v) € E2, unvl?+ (u-v)* = Jul?|lv]?
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I 3. Résoudre pour tout (a,b) € E2, I’équation a A x = b d’inconnue x.

Correction :
1. On peut le faire avec les coordonnées dans une BOND. On note :

u=(a,b,c), v=(d,e,f), w=(g,h,i) coordonnées dans une BOND

Ona:
dl e
; h ei— fh
VAW = "= fg—di
|8 dh—e
el |h g
Lf] L]

avec la technique habituelle pour retrouver le calcul avec 3 déterminants.
Il faut alors calculer :

[ei — fh]
fg—di
dh—eg
ei— fh
fg—di
Lc| |dh—eg]
b(dh— eg) — c(fg —di)
= | c(ei— fh) —a(dh— eg)

alfg—di) —blei— fh)

On factorise pour faire apparaitre v et w :

ei—fh
fe—di| =
dh—eg

o SR
>
o SR o S

a ei— fh bdh+cdi—beg —cfg
b|IN| fg—di| =\ ceit+aeg—cfh—adh
c dh—eg afg+bfh—adi— bei

d(bh+ ci) — g(be+cf)
ci+ag)—h(cf+ad)

ag+bh) —i(ad + be)

d(ag +bh+ ci) — g(ad +be +cf)

= | e(bh+ci+ag) —h(be+cf+ad)

f(ci+ag+bh)—i(cf+ad+be)

= e

f

On voit que 'on a :

a ei— fh d g
blAN| fg—di| =(ag+bh+ci)| e | —(ad+be+cf)|h
c dh—eg f i

=(u-w)yv—(u-v)w

Méthode 2 : Supposons que v et w ne soit pas colinéaire, alors (v,w,v Aw) base directe de E. On note x = u A (vAw).
Le vecteur x se décompose dans cette base :

x=ov+Bw+ywAw

en prenant le produit scalaire avec v Aw, on obtient : ¥ = 0. Il reste a vérifier que ot = (u-w) et y= —(u-v).
La vecteur u se décompose dans cette base : ....

2. On peut le faire avec les coordonnées dans une BOND.
Toujours en notant :

u=(a,b,c), v=(d,e,f) coordonnées dans une BOND
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al [d

ZZ ; bf —ce
anw = = | cd—af

al |d

bl e ae —bd

Lc] L]

lunv||> =(bf —ce)? + (cd —af)? + (ae — bd)?
=(bf)? + (ce)?® + (cd)? + (af)* + (ae)* + (bd)> — 2 (bfce + cdaf + aebd)
et:

(u-v)* =(ad + be +cf)*
(ad)? + (be)* + (cf)? +2 (adbe + adcf + becf)

Ainsi :
e AV][2+ (- v)? = (bf) + (ce)? + (cd)? + (af)? + (ae)* + (bd)? + (ad)* + (be) + (cf)?
D’autre part :

ul >[I =(a® +b* + ) (d* + € + f°)
=(bf)*+ (ce)? + (cd)* + (af)* + (ae)* + (bd)* + (ad)* + (be)* + (cf)?

. Sian’est pas orthogonal a b alors il n’y a pas de solution. Si a est nul, et b non nul, alors il n’y a pas de solution. Si a
est nul et b nul, alors tout vecteur x de E est solution.

Supposons donc a_L b, et a # 0.

Déja, on considere : ¢ : x — a Ax. @ est une application linéaire. On cherche les solutions x de ¢(x) = b.

Le noyau de ¢ est I’ensemble des vecteur colinéaires a a.

On peut donc chercher un vecteur x solution particuliere, et les autres solutions seront de la forme x + ota pour o € R.
On cherche ainsi x tel que a_Lx. Soit x une telle solution.

Sur le dessin, il semble que x soit colinéaire et dans le méme sens que b Aa On note c =a A b. On a alors :

lell* = llall*[&]1* ie llcll = [lall[l5]

d’apres la question 2 comme a_Lb.
On sait que (HZTI’ ﬁ, ﬁ) forment une BOND.
On sait aussi que : x_Lb et x_La. ainsi, on peut écrire :

C
*= )T

|[<cx>|

On a déja ||x|| = T
Comme a A x = b, on rapplique la question 2 en utilisant x L a :

llaAx|l = [lall|lx]| = ||
Ainsi :

121l

Il = 7=
el

Ainsi :

2Ue] = o]
~ Jlall
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Ainsi :

c alb
= +|p?P—— jex=+
*= £ R e =+

Il y a donc deux solutions candidates.
Il reste a vérifier que :

det(a,b,x) = —det(a,x,b) = — ((a Ax)-b) = —||b]|* <0

Ainsi, a,b,x est dans le sens rétrograde, ce qui montre que x = — % est solution, et I’autre non.
Ce que I’on peut aussi écrire :

bAa
X=-—-
lall?

C’est notre solution particuliere.

Réciproquement, (toujours dans le cas ou a_Lb et a # 0), on considere un o € R.

on pose x = Il\jaAH% + oa On a alors :

anx=aA(bAa)+aaNa
=aA(bAa) = (a-a)b—(a-b)a=|a|*b

Ainsi taAx=5b

% Projecteur orthogonal et endomorphisme autoadjoint
Exercice 16 Dans un espace E euclidien.
Soit p € Z(E) un projecteur (ie po p = p).
Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. p estun projecteur orthogonal (ie Im p_L ker p).
2. Vx€E, ||p(x)| < |[x]| (continuité)
3. V(x,y) € E, (p(x),y) = (x,p(y)) (autoadjoint)

Ainsi, dans un espace E euclidien, un projecteur est un endomorphisme autoadjoint si et seulement si ¢’est un projecteur
orthogonal et et seulement si il est continue

Indication : pour montrer que la continuité implique I’orthogonalité, on pourra considérer : x € Imp et y € ker p et
w = ox+y pour o quelconque dans R.

Soit s € Z(E) une symétrie (ie sos = Id). Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. s est une symétrie orthogonale (ie ker(s — Id) = ker(s + id)™"),
2. Vx€E, ||s(x)|| = ||x|| (isométrie)
3. Y(x,y) €E, (s(x),y) = (x,s(y)) (autoadjoint)
Ainsi, dans un espace E euclidien, une symétrie est un endomorphisme autoadjoint si et seulement si ¢’est une symétrie
orthogonale.

R) Attention au vocabulaire : on parle de projecteur orthogonal lorsque Im p L ker p. Bien entendu, un tel projecteur ne
conserve pas la norme et donc n’est pas un automorphisme orthogonal (une isométrie).

Par contre, une symétrie orthogonale conserve la norme et est donc une isométrie.

Pour un projecteur p, I’équivalence : p orthogonal si et seulement si p autoadjoint est dans le cours.

Correction :

On suppose que p est un projecteur orthogonal, alors pour x € E, on écrit x = a+ b avec a € Im(p) et b € ker(p). On a
alors :

()1 =|lall?
x> =lla+]* = l|al* + [|5]>

D’ou larelationet (1) = (2).
REM : Cela correspond a I’inégalité de Bessel : la norme du projeté est inférieure a la norme du vecteur.
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Supposons la continuité, on considere ensuite x € Im p et y € ker p. On note pour @ € R, w = ax+y.
On a alors :

Iwl* = o|[x]|* + 20 (x, ) + 1y
or p(w) = ax et donc ||p(w)||> = a?||x||. L’ inégalité donne donc :
Vo € R, 0.< 20 (x,y) +[|y|

Ce qui n’est possible pour toute valeur de & € R que si < x,y >= 0. On en déduit Im(p) C ker(p)* et I’égalité par le théoréme
du rang qui donne 1’égalité des dimensions. D’ou (2) = (1) et (1) <= (2).

Montrons que (1) <= (3) (c’est du cours).

Supposons maintenant que p est un projecteur orthogonal. Soit x et y dans E. On décompose alors selon E = kerp @ Imp

x=px)+ (x—p(x)) et y=p»)+0O-pO»)

si bien que :

(p(x),y) = (p(x),p(y)) car (p(x),y—p(y)) =0
De méme :

(x,p(y)) = (p(x),p(y)) car (x—p(x),p(y)) =0

Supposons maintenant la propriété :

V(x,y) €E, (p(x),y) = (x,p(y))

Soit x € ker(p) ety € Im(p). On a alors :
<x,y>=<x,p(y) >=<p(x),y >=0
REM : on peut aussi montrer que (3) = (2) :
soit x € E, on utilise la propriété avec y = p(x), ce qui donne :
2
IP)]I™ = (p(x), p(x))
(. p*(0)) = (x,p(x)
<|(x, p(x))]
<[xlllp G
ainsi : ||p(x)||* < ||x|| et la continuité
Pour les symétries.
Supposons que s est une symétrie orthogonale.

On prend x dans E, et on écrit : x = a+b avec a € ker(s —Id) et b € ker(s +id). On a alors s(x) = a — b. On calcule
alors :

(x,

I

Ix||> = a® + b? car ker(s — Id) = ker(s+id)*
—a>+ (=b)> = |s(x)|

donc s est une isométrie. et (1) = (2).
On suppose que s est une isométrie, donc conserve le produit scalaire. On prend (x,y) € E2.

<s(x),y >= (s(s(x)),5(y)) = (x,5(3))
D’ou (2) = (3).
Pour (2) = (1),onprenda € E(s)etb € E_i(s).Ona:

|s(a+b)||* =|a—b]?
:|a|]2+ \sz —2<a,b>
et
la+b|)> =|al|® + |b||* +2 < a,b >=|s(a+b)|?

Dot < a,b >=0.
Pour (3) = (1),onprenda € E|(s) etb € E_;(s).

<a,b>=(s(a),b) = (a,s(b)) =<a,—b>=—<a,b>
Dol < a,b >=0.
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% Interprétation géométrique des matrices de 0;(R)

Exercice 17 Montrer que I’endomorphisme de R® canoniquement associé i la matrice :

1 -1 2 -2
A:§ 2 2 1
-2 1 2

est une réflexion dont on déterminera 1’ axe.

Correction :
11 faut déja vérifier que A est une matrice orthogonale. Pour cela, on fait :

AAT = A? car A est symétrique.

et on constate que cela fait I’'identité.
Il faut ensuite déterminer le sous-espace propre associé a 1.

4 2 2
Ey=ker(A—L)=ker| 2 -1 1
-2 1 -1

On constate que Rg(A —I3) = 1, donc dim (ker(A — Iz)) = 2, ainsi, u est une réflexion. On a :
E) = VeCt((Lzao)v (07 1, 1))

On note donc f; = (1,2,0), et f» =(0,1,1). C’est une base (non orthonormée) du plan IT.
Pour déterminer I’axe, on peut prendre :

HB=ANL=(2,-1,1)

la base (f1, f2, f3) sera donc directe (non orthonormée)

On montre alors que f3 est une base de E_| soit en vérifiant u( f3) = — f3. Soit par le raisonnement : f3 est une base de I+,
or IT est stable donc IT* aussi, donc on a une droite stable donc f3 est vecteur propre associée a une valeur propre différente
de 1 qui ne peut donc étre que — 1. ainsi f3 € E_; et donc par égalité des dimensions, f3 base de E_ et bien stir E_; = IT+.

Réflexion par rapport au plan d’équation :

2x—y+z=0

Exercice 18 Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 1’endomorphisme f de R* canoniquement associé  :

1 1 2 -2
S:§ 2 1 2
-2 2 1

Correcion :
On constate que S est symétrique et que S* = I5. On vérifie que 1 est valeur propre d’ordre 2.
M1:(17170)7 MZZ(O,I,I)
forment une base de E;, donc
uy Auy = (1,—1,0) est une base de E_|

Symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation : x —y+z = 0.
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Exercice 19 Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de I’endomorphisme f de R? canoniquement associé  :

1 1 2 =2
S:§ -2 2 1
2 1 2

Correction : rotation d’axe D : Vect((0,1,1)) et d’angle —arccos ().

Pour cela, on vérifie que SST = I et que det(S) = 1. On cherche le sous-espace propre : Ej = Vect((0,1,1).

Ensuite, on utilise la relation sur la trace pour avoir 8 = £ arccos (%)

Ensuite, on prend u; = %(07 1,1) et uy = (1,0,0), comme u; Luy, on a uy qui est dans le plan de la rotation. On prend
us = uj Aup, et on calcule (f(up)-uz) = —\% pour avoir le signe de 6.

% Exercices de concours
Exercice 20 .#,(R) est muni du produit scalaire < A, B >= Tr(ATB).

On pose :
01 0 0
0 0 1 S
v=1|. . . € M([R) et F:Vect({Uk‘ke[[O,n—l]]})
0 1
1 0 0

1. Montrer que Vk € [0,n—1], (UT)k =yn*,

2. Montrer que (U k) est une base orthogonale de F'.
ke[0,n—1]

3. Déterminer la projection orthogonale d’une matrice A de .#,(R) sur F.

Correction :
1. Méthode 1 : on vérifie que UT = U~! et que U" = I,,. Ainsi :

(UT)k — U*k — Uﬂ*k

Meéthode 2 : On vérifie que :

0 I,
k __ n—k
VkeN,U_<Ik 0)

On peut aussi utiliser la base canonique et I’endomorphisme f canoniquement associé a U :
Fler) = e flex) = €1y flen) = en 1

D’oil le caclul facile de f* :
frer) = eniyrse o fMlen) = er, fi(era) = ea,... f*(en) = en i

D’ou le calcul de U¥. Idem avec (UT)k.
2. PourO0<i< j<n,ona:

(' uly=rr ((U) 07)
=Tr (Uj_i)

En utilisant :

o 0 I
nti—j n—j+i
v <1j_,- 0 )

on obtient : <U N g > = 0. La famille est orthogonale.
Constituée de vecteurs non nulle, donc c’est une base de I’EV qu’elle engendre ie base de F.
Notons que (U*,U") = Tr(l,) = n.
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3. Soit A € .#,(R), alors comme c’est le produit scalaire naturel, on a :

k n
(AU =Y arviji+ Y ik
=1

j=k+1

C’est la somme double Y/ Y7 a; (U k)l. i C’est donc la somme des coefficients de A, le long de la k-ieme « diago-

nale » les valeurs égales a 1 dans U*.
On note donc :

k n
di=Y an i+ Y, aji,
j=1 j=k+1

etona:

1 n—1
pr(A) ==Y aU*
=

Exercice 21 Endomorphisme autoadjoint dans les polynomes
1
Soit E = R, [X]| muni du produit scalaire défini par (P,Q) = / P(1)Q(t)dt.
0
On identifie de plus, les polyndmes et les applications polynomiales.
1. Montrer que I’application u définie sur E par :

u(P) : x—s /O (e 1) P(e)dr

est un endomorphisme autoadjoint de E.

2. En déduire qu’il existe une base orthonormée (P, ...,P,) de E formées de vecteurs propre de u.
On note (Ag,...,A,) les valeurs propres associées.

3. Montrer que :

V(ry) €R2, (x13)" = ¥ APR)R0).
k=0

En déduire Tr(u) en fonction de n.

Correction :
1. Soit P € R,[X], on fixe alors #, et on note @ : x — (x+1)"P(t) = Y}, (I;)P(t)t”*kxk. @ est clairement une fonction
polynomiale (en x) de degré au plus n, ainsi on peut écrire :

J(ag,...,a,) ER™ @(x) = i oy (1)x*
k=0

De plus, oy : t — (ﬁ)P(t)t"*k est clairement un polynéme en ¢ donc continue.
En intégrant, on a :

VreR, u(P)(x)= Y ( /0 1 Ock(t)dz> &

k=0

on voit donc que u(P) est une fonction polynomiale de degré au plus n.
De plus u est clairement linéaire, donc u est un endmorphisme.
Montrons que u est autoadjoint. Pour cela, on calcule pour (P,Q) € E? :

1
(W(P).Q) = [ u(P))Q(ds

_ /0 1 ( /0 l(t—i—u)”P(u)du) O(t)dt

—/1/1(t+u)"P(u)Q(t)dudt
0 Jo
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il s’agit d’intégrale finie donc on peut échanger les deux intégrales :
1 1
we.o - [ ( / (00 Q) ) Pl
= [ @ wPau=pu(0)

D’ou la symétrie.
2. Comme u est autoadjoint le théoréme spectral s’applique.

3. On fixe y € R, et on décompose la fonction polynomiale f, : x — (x+ )" (qui est bien de degré inférieur ou égal a n)
dans la base des vecteurs propres :

n

fy = Z <fyqu>Pk
k=0
ce qui s’écrit :
VX€EeR, (x+y)" = Z (fys Pe) Pe(x)
k=0

Il reste donc a calculer (fy, P;) qui est une fonctions de y :

1
(P = [ () Bl
~u(B)() = ARly)

On peut donc écrire :
Y(x,y) € R%, (x+y)" Z),kPk
On choisit ensuite t € R, eton a :
n
21" =Y A (P(t))?
k=0

On integre ente O et 1 :

2”1 n 1
_ Zlk/ (Pu(1))?dt
n+1 = 0

Ainsi, la trace de u (la somme des valeurs propres) est +1

Exercice 22 Soit E = R,[X] muni de :

<po>= [ P

1. Montrer que ¢ : P— (1 —X?)P" —2XP' est dans S(E).
2. Déterminer son spectre.
Quelle est la dimension des sous-espaces propres ?

Correction : On vérifie rapidement que ¢ est linéaire et de E dans E.

(0(P).0) = [ ((1=2)P"(0) - 2P (1)) Qo)

-1

1
= —/ (1—1)P' (1)Q/(t)dt apres une ipp.
-1
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D’ou la symétrie.
On sait donc que ¢ est diagonalisable.
On cherche (A, P), avec P non nul tel que : ¢(P) = AP. Cela donne :

(1-X*)P"—2XP' —AP=0

On écrit alors P =Y ' qax X k. Comme P est non nul a,, # 0.
Et on obtient :

(1-X*) Y ack(k—1)X*?=2X ¥ kayX* ' =2 Y axX* =0
k=0 k=0 k=0

On regarde ensuite le terme de plus haut degré :
—amym(m—1)X" —2ma, X" — La,X"+---=0

Ainsi :
A=—-mm—1)—2m=—m*—m=—m(m+1)

Ainsi, les valeurs propres candidates sont les n+ 1 valeurs :

{—m(m—i—l)‘m € [[O,n]]}

Pour vérifier que c’est effectivement des valeurs propres, on peut construire la matrice de ¢ :

@(X™) = —m(m+1)X" +m(m—1)X""?

donc ¢’est une matrice triang sup avec —m(m+ 1) sur la diagonale et des m(m — 1) sur la diagonale « +2 ».

On lit le spectre sur la diagonale.

Comme il y a n+ 1 valeurs propres et que dim(E) = n+ 1, les sous-espaces propres sont des droites.

p) Quand un endomorphisme ¢ de R,[X] vérifie pour tout d € [0,n], R;[X] est stable par ¢ alors la matrice de ¢ dans la

base canonique est triangulaire supérieure.

Exercice 23 Soit E un espace euclidien de dimension n > 3 et (a,b) une famille libre de deux vecteurs unitaires de E.

Soit

JE — E
f{ x — (a,x)a+ (b,x)b

1. Montrer que f est un endomorphisme autoadjoint de E.
2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

Correction :
1. On prend (a,y) € E?, et on calcule :

(f(x),y) = (a,x)(a,y) + (b,x)(b,y)

et:

(6, f(v) = (@,y)(a,x) + (b,y) (b,x)

2. f étant un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien, il est diagonalisable.
On note IT = Vect(a,b) et on a IT* est un espace de dimension n — 2.

On constate aussi que Im(f) C IT et ker(f) D IT+.

Il reste a vérifier que ces relations sont des égalités par les dimensions : on a Im(f) C IT donc rg(f) < 2.

Calculons :

fla)=a+ (b,a)bf(b) = (b,a)a+b
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doncavecly —(b—a)hetly—(b—a)l; :

Si (a,b) = 1, alors (a,b) = ||a|||b|| donc égalité dans Cauchy-shwartz donc vecteur colinéaire ce qui n’est pas possible.
Ainsi (b,a) # 1, etdonc a € Im(f), et b € Im(f), donc Im(f) = I1, puis par égalité des dimensions ker(f) = IT+. Ainsi,
0 est valeur propre d’ordre géométrique : n — 2. Comme on sait que f admet une base orthonomée de vecteur propre, il
est clair que les autres vecteurs propres de la base sont dans I1.

Méthode 1 : On regarde ensuite :

fla+b)= (14 (b,a))(a+Db)

Ainsi, 1+ (b,a) est valeur propre (non nulle car sinon égalité dans Cauchy-shwartz), associée au vecteur propre a + b
(non nul).

Le dernier vecteur propre est nécessairement orthogonal a @ + b, ainsi qu’a tous les autres (il est donc dans IT). Il faut
donc trouver un vecteur orthogonal a a + b, on voit que a — b convient puisque :

(a+b,a—b)=|la|* —|||* =0
d’ou I'idée de calculer f(a—b) :
fla=b)=(1—(b,a))a+((b—a)=1)b=(1—-(b,a))(a—b)

Ainsi, a — b (qui est non nul) est vecteur propre associé a 1 — (b,a) (toujours non nuls sinon égalité dans C-S).
On a bien obtenu les éléments propres.
Méthode 1 : On cherche des vecteurs propres dans I, ce qui revient a résoudre :

fla+Bb)=A(a+ D)

de parameétre A d’inconnu f3.
avec ) + By, cela donne :

fla+PBb)= (1+B(a,b))a+ (B+ (a,b))b=Aa+ABb
Dou A =1+f(a,b)et:

B+(a,b)=Ap
ce qui donne en rempagant :

(a,b) = B*(a,b)

d’ou B = =£15i (a,b) #0.
Si (a,b) = 0, alors en fait c’est a et b qui sont vecteurs propres associées a 1.
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Procédé de normalisation de Gram-Schmidt et
applications

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

% Le procédé

Le but du procédé de normalisation de Gram-Schmidt est de construire une base othonormale d’un espace.
Le principe est de « redresser » les vecteurs un par un pour obtenir une base orthonormée.

On considere donc .# = (uy,...,u,) une famille libre.

On souhaite construire une famille ¢ = (vy,...,v,) qui soit orthonormale et telle que :

Vi e [1,p], Vect(uy,...,u;) = Vect(vy,...,v;)

Pour cela, on procede vecteur par vecteur :
* Il faut prendre v; colinéaire a u;, comme on veut qu’il soit unitaire, on choisit donc :
1
Vi = —U
oar |
* (v1,v2) doit engendrer le méme plan que (uy,u), on doit donc chercher v, comme un combinaison linéaire de (vy,uy).
Le plus simple est de procéder en deux étapes :
— on cherche un vecteur temporaire x = up + av; (avec o a déterminer), tel que : < x,v; >= 0, ce qui donne :
a = — < up,v; >, avec un tel choix de «, le vecteur x est orthogonal a v;. Géométriquement : on redresse le
vecteur en le déplacant parallelement a la droite engendré par u; pour le rendre orthogonal.
— on pose v, = ﬁx pour le normaliser.
Au final, on a donc posé :
1

V) = uy— < up,vi >Vv
H(u2—<u2,v1>v1H( =)

* (v1,v2,v3) doivent engendrer le méme plan que (u,uz,u3), on doit donc chercher v comme un combinaison linéaire
de (V],Vz,u3).
On procede encore en deux étapes :
— On cherche un vecteur temporaire x = uz + vy + v, (avec (@, ) a déterminer), tel que : < x,v; >=0, et
< x,vp >= 0. Cela donne facilement :

o=—<uz,v > et B=—<uz,vy>

le vecteur x est ainsi orthogonal a v{ et a v,.
Géométriquement : on redresse encore le vecteur en le déplagant parallelement au plan (vi,v7).
— on pose vz = ﬁx pour le normaliser.
Au final, on a donc posé :

1
V3 = (u3— < uz,vi >vi— < uz,vy >n)
H(u3—<u3,v1>v1—<u3,vz>vzH ’ ’
* al’étape i, en considérant que les i — 1 premiers vecteurs (vy,...,v;—1) ont été construit, on cherche le vecteur v; comme
une combinaison linéaire de (v1,...,vi_1,u;).

On procede de la méme maniere :
i—1
— On cherche un vecteur temporaire x = u; + Z oyvi (avec les (0y) a déterminer), tel que :
k=1
Vke[l,i—1], <x,vy >=0
Cela donne facilement :

Vke[l,i—1], o = — < u;,vg >
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On pose donc :

i—1
X=u;— Z < Uj, Vg > Vi
k=1
. 1
— On normalise en posant : v; = Wx
X

Pour donner la formule exacte, on a donc posé :

1 i—1
Vv = P (ui—z < Ui, Vg > Vi

k=1
u; — < Uj, Vg > Vi
k=1

Le procédé de Gram-Schmidt est un processus constructif, ie un algorithme. Il n’y a pas de formule qui donne directement
le i-ieme. 1l faut savoir I’appliquer sur un exemple en petite dimension.

i—1
% En fait pour calculer x, on projete u; sur 1’orthogonal a I’espace Vect (vy,...,v;—1). En effet, le vecteur : Z < Ui, Vi > Vi
k=1
i—1
est le projeté sur I’espace Vect(vy,...,vi_1), donc : u; — ) < u;,vi > vy est le projeté sur I’orthogonal de cet espace.
k=1

% Si on souhaite simplement avoir une famille orthogonale, il n’est pas nécessaire de normaliser, mais on doit alors poser :

il < Ui, Vg >

Vi=Uu — Vi
=1 < Vik,Vk >

* Exemple de mise en ceuvre

On considere la base % = (1,X,X?) des polynomes de Ry[X] et le produit scalaire :

£0)= [ Pwow

On cherche une base (Py,P;,P>) de R;[X] qui est orthonormée. On va donc orthonormaliser la base canonique
(1,X,X?).

Ona:||1|| =1, donc le premier vecteur 1 n’a pas besoin d’étre changé et Py = 1.
Ensuite, on cherche un polyndme Q sous la forme Q = X + o avec o € R, tel que : (Q, 1) =0, cela donne :

! 1 '
/ (x+a)dx=|-x*+ax| =-+a=0
0 2 0o 2
Dot o = —%.
On pose donc Q = X — %, puis P = % On calcule donc la norme de Q = X — % :

X x? x1 1 1 1
=|l—— =4+ ==—=+4+-

32 4], 3 2 4
_4-643 1
1212

Ainsi, on pose P} =12 (X — %)

On recommence ensuite pour P».
On commence par chercher un polyndme Q de la forme : Q = X + aP; + BP, vérifiant :

(Q,P) =0et (Q,P)=0
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Cela donne :
1 1
(X*,P)+B=0 doncB:—/ xzdx:—g
0

1 1
<X2,P1>+Ot:0 donca:—\/12/ x2<x—2>dx
0

On en déduit la valeur de Q :

—)(2—X+1
B 6
Puis sa norme :

lof? = [ (-x+ 4 ) dx

1 2 ox
——2 ——=|d

/0 <x —|—x + X"+ 3 3> x
1 1 1 1

5*5*%‘5*5‘5
%(36+60+5—90+20—30)
1

18

6f
Ce qui donne pour finir :

P, =6V/5 <X2 X+ é)

—6v5X2 —6V5X +V5

% Conséquences théoriques
Le procédé d’orthonormalisation de Gramm-schmidt est I’équivalent du théoréme de la base incomplete pour les espaces
euclidiens :

Dans un espace euclidien, il existe des bases orthonormales.
Plus précisément, si on considére une base & = (uy,...,u,) de E, alors on peut construire une base orthonormale
€ = (vi1,...,v,) Vérifiant :

Vp € [1,n], Vect (ul,...,up) = Vect (vl,...,vp).

En partant d’une famille orthonormale, on peut la compléter en une base puis orthonormaliser cette base, or dans le
procédé de Gramm-schmidt si les premiers vecteurs forment une famille orthonormale, il ne sont pas modifié par le procédé
d’orthonormalisation. On obtient ainsi le résultat suivant :

I Toute famille orthonormale peut étre complétée en une base orthonormale.

Cela permet étant donné un sous-espace vectoriel F' de construire son supplémentaire orthogonal : on part d’'une BON de
F que I’on complete en une BON, les vecteurs que I’on ajoute sont alors une base de I’orthogonal de F.

+ Application au calcul du projeté
On considere F un SEV d’un espace euclidien E. On peut méme supposer que E est de dimension infinie du moment que
I’espace F sur lequel on projette est de dimension finie. Or, si on connait une BON (uy,...,u,) de F, alors :

P
Pr(x) = Z < U, X > U;.
i=1
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Notons que parfois, on veut juste calculer la distance de x a F, ie ||x — pr(x)|| or cette distance est par définition égale a

||Pr1 (x)]]. Donc parfois, ce n’est pas une BON de F qui nous intéresse, mais une BON de son orthogonal. Si (uy,...,u,) est
une BON de F, alors on complete cette base avec le procédé de gramm-schmidt en une base (u1,...,up,upt1,...,u,) de E et
(Up+1,...,u,) estune base de FL.

#% Calcul du projeté apreés utilisation de Gramm-schmidt
Calculons le projeté de X3 sur R,[X] pour le produit scalaire :

#0)= [ POt

En notant (P, P;, P») la base orthonormée de R, [X] obtenue par le procédé de Gramm-schmidt précédemment. On a la
formule directe :

PR, [x] (X?) = (X, P) P+ (X, P) P+ (X, P,) P,
On dot donc calculer les produits scalaires :

1
<X3,P0> :/ xSle:l
0

4
(x3,p) :\@/01)9 < —;) dx
1

<X3,P2> :/le3 (6\[5)62 —6V5x+ \5) dx
—V5- V543

—ﬁ<1—§+i> :%fs

Au final, le projeté est :

PRZ[X](X3) =

# Calcul du projeté sans utiliser Gramm-schmidt
Pour le probléme précédent, on peut aussi calculer ce projeté ainsi : on cherche (a,b,c) € R3, tel que :

1,X*> —aX*—bX —c) =0
(1,

(X,X? —aX*>—bX —c) =0
(X*,X> —aX*—bX —c) =0

Ainsi, aX? +bX + ¢ sera le projeté de X> sur R [X], puisque X> — (aX 24 bX + c) sera orthogonal a une famille génératrice

deRz[X].

Cela donne :

1 a b
373 2 ¢
1 a b 1
5743 270
1 a b 1
,,,,,,, -0
6 5 4 3
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on résout donc le systeme :

11 1
3 07 1) [a g
1 1 1 bl =11
T 11 1
5 1 3/ \¢ 6
30 —180 180
Encalculant A~ = [ =36 192 —180 | on retrouve bien la méme solution.

9 —36 30

% Calcul d’'une borne inférieure liée a une intégrale
Voici un autre exemple : on cherche

2 2
inf (x —acosx—>b smx) dx
(a,b)eR2J0

Cette borne inférieure existe, puisque c’est la borne inférieure de 1’ensemble non vide et minoré (par 0), de I’ensemble de

réels :
2 2
{/ (x—acosx—bsinx) dx}(a,b) ERZ}
0

On interpréte ce probleéme ainsi : dans I’ensemble des fonctions continues de [0,27] dans R, on utilise le produit scalaire :

gh= [ Fo)etyds

0

Il s’agit bien d’un produit scalaire.
sionnotei:x— xet

F = Vect (x — cosx,x — sinx)
alors, le probleme revient a chercher :

. . 2

inf [|i — ¢

ger

On peut donc assurer que cette borne inférieure est atteinte en un unique point pour g projeté de i sur F. Ce projeté existe bien
puisque F est de dimension finie.
Pour calculer g, on doit chercher a et b, tels que :

2 2
/ cos(x) (x —acos(x) —bsin(x))dx =0 et / sin(x) (x — acos(x) — bsin(x))dx =0
0 0
En effet, pour de tels (a,b), on peut noter g : x — acos(x) + bsin(x) etona :
(i—g)Lcos et (i—g)Lsin

autrement dit g est le projeté orthogonal de i sur F.
Pour obtenir un systeme, on calcule rapidement :

2 2
/ xcos(x)dx =0 / xsin(x)dx =—2x
0 0
2 2 2
/ cos®(x)dx =m / cos(x) sin(x)dx =0 / sin®(x)dx =&
0 0 0
On obtient alors le systeme :
—an =0 —2r—-bn =0
d’olt a = 0 et b = —2. ainsi, le projeté est x — —2sin(x) et la distance est :

2r 2 27 )
inf (x—acosx—bsinx) dx:/ (x+2sin(x)) dx
(a,p)eR2.J0 0

27
- / (x¥* +4xsin(x) + 4sin*(x)) dx
0

83 83
= -8 dg = ——4
3 T+4m 3 T
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20

22

24

26

28

30

32

#* Exemple complet
Considérons le produit scalaire sur Ry [X] :

(P,Q) = P(1)Q(1) + P (1)Q'(1)+P"(1)Q" (1)

Prenons la base canonique et calculons 1’orthonormalisation de Gramm-schmidt :

* 1 est déja normé, on pose donc P} = 1.

* <X,1>=1,o0nposedonc Q=X —1, qui est normé donc P, =X — 1.

« <X%1>=1,<X>X—-1>=2doncQ=X>—2(X—1)—1=(X—1)% sanormeest||Q||> =4, ainsi: P; = (X —1)?
On doit enfin calculer le projeté de X2 sur Ry [X], on peut faire :

Pry (X?) =<X*1>1+ <X X—1>(X—-1)=2X—1
ou encore chercher (a,b) € R?, tels que :

<X*—aX—-b1>=0 et <X —aX—-bX>=0
Cela donne :

l—a—b=0
l—-a—b+2—a=0

d’olta =2 et b = —1, on retrouve bien 2X — 1 comme projeté.
Au final, on obtient la distance :

d(X> Ry[X]) = |[|X* —2X +1|| = ||(X = 1)*]| =2

+* Exemple d’'implémentation en Python
Voici un exemple de code pour le premier probléme.

from pylab import *

calcul de 1l’orthonormalisation de Gramm-Schmidt pour les polyndmes
et le produit scalaire:
<P,Q> = int_0"1 P(x)Q(x)dx

Structure choisie pour les polyndmes: arrayld
avec:
P =(a0, ... , a_{n-1}) <--> P = sum_+{k=0}"{n-1}a_k X7k

la somme de deux polyndmes s’écrit sommePoly(P,Q)

le produit extermne s’écrit lambdax*P

le produit de deux polyndmes correspond & la fonction produitPoly
> Attention: le degré est degP = len(P)+1

VvV V V

def produitScalaire(P,Q):

entrée: P , Q = arrayld
= polyndmes:
P =(a0, ... , a_{n-1}) <--> P = sum_{k=0}"{n-1}a_k X"k

sortie: prodScal = <P,Q> = int_0"1 P(x)Q(x)dx

R = produitPoly (P, Q)

prodScal = sum( [R[i] *1/(i+1) for i in range(len(R))] )
return prodScal

def produitPoly (P, Q):

entrée: P , Q = arrayld
= polyndmes
P =(a0, ... , a_{n-1}) <--> P = sum_{k=0}"{n-1}a_k X"k
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34

36

38

40
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44

46

48

50

52

54

56

58

60

62

64

66

68

70

72

74

76

78

80

82

84

86

88

90

92

94

96

def

def

def

def

sortie: R = arrayld = polyndme
degP, degQ = len(P)-1, len(Q)-1
degR = degP + degQ
R = zeros(degR+1)
for i in range(len(P)):

for j in range(len(Q)):

R[i+j] += P[il=*Q[j]

return R

norme (P):

entrée: P = arrayld

= polyndme

P =(a0, ... , a_{n-1}) <--> P = sum_{k=0}"{n-1}a_k X"k
sortie: norme = norme du polyndme pour le ps considéré

return sqrt(produitScalaire(P,P))

sommePoly (P,Q):

entrée: P

sortie: S arrayld = polyndmes

NB: on n’a pas éliminé les éventuels termes nuls dans S
nmun

lenS = max(len(P), len(Q))

S = zeros(lenS)

n = min(len(P), len(Q))
for i in range(n):

S[i]l = P[il+Q[1i]

if len(P) < lenS:
for i in range(n, len(S)):
Ssfi]l = Q[lil
elif len(Q) < 1lenS:
for i in range(n, len(S)):
S[il = PI[il]
return S

orthonormalise (listeV, U):

nmun

entrée: listeV = 1list de arrayld

liste de polyndmes déja orthonormalisés
= arrayld

polyndéme a ajouter a la famille

sortie: Q = polyndme orthogonal & la famille listeV
nun

o

Q =10
for V in listeV:
alpha = produitScalaire(U,V)
# print("alpha:",alpha)
Q = sommePoly(Q, - alphaxV)
return Q

printPoly (P):
nmnn
entrée: P = arrayld

= polyndmes
sortie: None
impression du polyndme
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98

100

102

104

106

108

110

112

114

116

118

120

122

124

126

128

130

132

134

136

138

140

142

nn

msg =
for i in range(len(P)):
msg += str(P[i]) + "X~ ("+str(i)+")"
if i < len(P)-1:
msg +=" + "
else
msg +=" de degré "+str(len(P)-1)
print (msg)

return
print ("--- exemple d’orthonormalisation de gramm-Schmidt ---")
print ("--- Calcul de 1’orthonormalisé de la base canonique ---")

Un = array([1])

P1 (1 / norme(Un)) * Un
print("--- premier polyndme: ---")
printPoly (P1)

listeV = [ P1 ]

X = array([0,1])

Q = orthonormalise(listeV, X)

P2 = (1 / norme(Q)) * Q

print("--- deuxiéme polyndme: ---")
printPoly (P2)

listeV.append (P2)

X2 = array([0,0,1])

Q = orthonormalise(listeV, X2)

P3 = (1 / norme(Q)) * Q

print("--- troisiéme polyndme: ---")
printPoly (P3)

print ("--- calcul du projeté ---")
X3 = array([0,0,0,1])

P = zeros(3)
for U in [P1,P2,P3]:
P = sommePoly (P, produitScalaire (X3, U) =*U)
print("projeté:")
printPoly (P)

Pour le dernier probleme, on peut reprendre des parties du code :

from pylab import *

calcul de 1l’orthonormalisation de Gramm-Schmidt pour les polyndmes
et le produit scalaire:

<P,Q> = P(1)Q(1) + P’(1) Q’(1)+P’’ (1) Q’’ (1)

Structure choisie pour les polyndmes: arrayld
avec:
P =(a0, ... , a_{n-1}) <--> P = sum_+{k=0}"{n-1}a_k x7k

la somme de deux polyndmes s’écrit sommePoly (P,Q)

le produit extermne s’écrit lambdax*P

le produit de deux polyndmes correspond & la fonction produitPoly
> Attention: le degré est degP = len(P)+1

VvV V V
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def

def

def

def

def

produitScalaire(P,Q):

entrée: P , Q = arrayld
= polyndmes:
P =(a0, ... , a_{n-1}) <--> P = sum_{k=0}"{n-1}a_k x"k

sortie: prodScal = <P,Q> = int_0"1 P(x)Q(x)dx

pl = sum(P)

ql = sum(Q)

pdl = sum([k*P[k] for k in range(len(P))])

qdl = sum([k*Q[k] for k in range(len(Q))])

pddl = sum([k*(k-1)*P[k] for k in range(len(P))])
qddl = sum([k*x(k-1)*Q[k] for k in range(len(Q))])
prodScal = pl*ql + pdl*qdl + pddil*xqgddl

return prodScal

sommePoly (P,Q):

entrée: P

sortie: S
nmnn

lenS = max(len(P), len(QR))
S = zeros(lenS)

arrayld = polyndmes

n = min(len(P), len(Q))
for i in range(n):

S[i]l = P[i1+Q[1i]

if len(P) < 1lenS:
for i in range(n, len(S)):
S[il = Ql[il
elif len(Q) < 1lenS:
for i in range(n, len(S)):
S[i] = P[il
return S

norme (P):

entrée: P = arrayld

= polyndme

P =(a0, ... , a_{n-1}) <--> P = sum_{k=0}"{n-1}a_k x"k
sortie: norme = norme du polyndme

return sqrt(produitScalaire(P,P))

orthonormalise(listeV, U):

nmun

entrée: listeV = list de arrayld

liste de polyndmes déja orthonormalisés
= arrayld

polyndéme a ajouter a la famille

sortie: Q = polyndme orthogonal & la famille listeV
nun

o

Q =10
for V in listeV:
alpha = produitScalaire(U,V)
# print("alpha:",alpha)
Q = sommePoly(Q, - alphaxV)
return Q

printPoly (P):
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98

100

102

104

106

108

110

112

114

116

118

120

122

124

126

128

130

132

entrée: P = arrayld
= polyndmes
sortie: None

impression du polyndme
nmun

nn

msg =
for i in range(len(P)):
msg += str(P[i]) + "X " ("+str(i)+")"
if i < len(P)-1:
msg +=" + "
else
msg +=" de degré "+str(len(P)-1)
print (msg)

return
print ("--- exemple d’orthonormalisation de gramm-Schmidt ---")
print ("--- Calcul de 1l’orthonormalisé de la base canonique ---")

Un = array([1])

P1 = (1 / norme(Un)) * Un
print("--- premier polynéme: ---")
printPoly (P1)

listeV = [ P1 ]

X = array([0,1])

Q orthonormalise(listeV, X)

P2 = (1 / norme(Q)) * Q

print("--- deuxiéme polyndme: ---")
printPoly (P2)

listeV.append (P2)

X2 = array([0,0,1])

Q = orthonormalise(listeV, X2)

P3 = (1 / norme(Q)) * Q

print("--- troisiéme polyndme: ---")
printPoly (P3)

print("--- calcul du projeté ---")
X3 = array([0,0,1])

P = zeros(2)
for U in [P1,P2]:
P = sommePoly (P, produitScalaire (X3, U) *U)
print("projeté: ")
printPoly (P)
print("distance: ", norme (sommePoly(X3,-P)))
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Caractéristiques géométriques d’un endomorphisme
de R3

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

Dans cette fiche, on résume les principales techniques pour résoudre un exercice commun : on vous donne une matrice de
A3(R) et on demande de déterminer les caractéristiques géométriques de I’endomorphisme canoniquement associé.

On considere donc une matrice A € .#3(R), et on note f I’endomorphisme canoniquement associé. On ne considere bien
slir pas le cas out f =Id (etdonc A =13) et f = —Id (etdonc A = —13).

% Les résultats du cours a connaitre

Pour traiter ces exercices, il faut revoir :

* la diagonalisation,

* le lien entre les droites stables et les vecteurs propres,

* le fait que si un SEV F est stable par une isométrie, alors F est aussi stable (en lien avec le point précédent).

* la classification des isométries de 1’espace euclidien qui peut étre faite en fonction du déterminant, en fonction de la
dimension de Eq, en fonction de la dimension de E_;.

% Réponses attendues

L’endomorphisme canoniquement associé peut étre :

¢ Un projecteur.
Dans ce cas :
— la matrice A n’est pas inversible,
— onalarelation : A2 =A,
— la matrice A est diagonalisable.
Il faut alors déterminer le noyau (ie Eyp) et I'image (qui est aussi £ dans ce cas).
Le projecteur est alors dit « projecteur sur E; parallelement a Eg ».
Un projecteur est dit orthogonal lorsque Ej et E; sont supplémentaires orthogonaux. Dans ce cas la matrice est
diagonalisable avec une matrice de passage orthogonale. Il suffit de déterminer Ey ou E|.
Généralement, on parle du projecteur orthogonal sur E| (sans préciser parallelement a Ey).
Un résultat du cours (2 savoir redémontrer) assure qu’un projecteur f est orthogonal si et seulement si f est autoadjoint
ie A est symétrique. On retrouve le fait que A est diagonalisable avec une matrice de passage orthogonale puisque
symétrique réelle.
* Une symétrie.
Dans ce cas :
— la matrice A est inversible
— on alarelation : A2 = I,
— la matrice A est diagonalisable.
Il faut alors déterminer E; et E_;.
La symétrie est dite « symétrie par rapport a F] parallelement a E_| ».
Une symétrie est dite orthogonale lorsque E_; et E| sont supplémentaires orthogonaux. Dans ce cas la matrice est
diagonalisable avec une matrice de passage orthogonale, et bien sir il suffit de déterminer £_; ou E|.
Dans R? il y a deux cas :
— soit E est une droite, et dans ce cas f est un demi-tour (symétrie orthogonale par rapport a une droite ou rotation
d’angle ).
— soit Ej est un plan, et dans ce cas f est une réflexion (symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan).
Un résultat qui n’est pas dans le cours mais qu’il faut savoir démontrer indique que la symétrie f est orthogonale si et
seulement si I’endomorphisme f est autoadjoint ie A est symétrique.
Notons que cela implique que A est i la fois symétrique et orthogonale (puisque A2 = ATA = L), et qu’un sens est
évident avec le théoréme spectral qui assure que les sous-espaces propres sont orthogonaux dans ce cas.
* Une rotation.
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L’endomorphisme f est une isométrie de R* pour laquelle il existe une BON % = (f1, f>, f3) avec :

1 0 0
Matz(f)= |0 cos(@) —sin(0)
0 sin(6) cos(6)

Comme on les a déja éliminés, on ne considere par les cas ou 8 = 0 (identité) et 0 = & (demi tour).
Dans ce cas :
— la matrice A est orthogonale (puisque f est une isométrie),

det(A) =1

la matrice A n’est pas diagonalisable,

1 est la seule valeur propre réelle, le spectre sur C est : {1,e/%, 70},

Ej est de dimension 1.
La droite D = E| = Vect(f]) est I’axe de la rotation et 1’angle 0 est I’angle de la rotation. La rotation se fait dans le
plan IT = Vect( f2, f3). Pour déterminer les éléments géométriques de la rotation, on détermine E; et I’angle 6 € [0,27].
Plus précisément, on parle d’axe de la rotation car la droite D est orientée par le choix du vecteur fi, changer de vecteur
f1 changera le signe 6.

* Une anti-rotation.
L’endomorphisme f est une isométrie de R* pour laquelle il existe une BON % = (fi, f>, f3) avec :

-1 0 0
Matz(f)=| 0 cos(B8) —sin(0)
0 sin(@) cos(0)

Comme on les a déja éliminés, on ne considere par les cas ou 0 = 0 (réflexion) et 6 = 7 (ie f = —Id).
Dans ce cas :

— la matrice A est orthogonale (puisque f est une isométrie),
det(A) = —1
la matrice A n’est pas diagonalisable,

— —1 est la seule valeur propre réelle, le spectre sur C est : {—1,¢/%, 70},

— E_; est de dimension 1.
La droite D = E_; = Vect(f) est I’axe de I’anti-rotation et I’angle 6 est I’angle de I’anti-rotation. Plus précisément, f
est la composée d’une réflexion d’axe D et d’une rotation d’angle 0 toujours selon 1’axe D (ces deux endomorphismes
commutent).
Pour déterminer les éléments géométriques de la rotation, on détermine E; et I’angle 6 € [0,2x[. De la méme maniére
qu’une rotation, la droite D est orientée par le choix du vecteur fi,

Exercice 1 Dans un espace E préhilbertien.

Soit p € Z(E) un projecteur (ie po p = p).

Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. p estun projecteur orthogonal (ie Im p_| ker p).

2. Vx€E, ||p(x)]| < ||x|| (continuité)

3. V(x,y) €E, (p(x),y) = (x,p(y))

Ainsi, dans un espace E euclidien, un projecteur est un endomorphisme autoadjoint si et seulement si ¢’est un projecteur
orthogonal.

Soit s € .Z(E) un projecteur (ie s o s = Id). Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. s est une symétrie orthogonale,

2. Vx€E, |s(x)]l =[x

3. V(x,y) € E, (3(x),y) = (x,5(»))
Ainsi, dans un espace E euclidien, une symétrie est un endomorphisme autoadjoint si et seulement si c’est un projecteur
orthogonal.

#* Méthode

On donne donc une matrice A et on demande d’interpréter géométriquement 1’endomorphisme canoniquement associé f.
Il est relativement difficile d’exposer une méthode qui sera la plus rapide dans toutes les situations.

Voici quelques idées :

* Calculer ATA.
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» SiATA = A et A est symétrique c’est que A est un projecteur orthogonal, on détermine alors Ej.

*» Si ATA = L5 on a une matrice orthogonale, si de plus A est symétrique, c’est nécessairement une symétrie orthogonale.
Il faut déterminer Ej, si c’est une droite c’est un demi-tour (d’axe Ey), si ¢’est un plan, c’est une réflexion (par rapport
au plan E{).

* Si ATA = I3 et que A n’est pas symétrique. C’est alors une rotation ou une anti-rotation.

Le calcul du déterminant permet de différentier mais il est généralement un peu long (tout dépend de la matrice A). Le
plus simple est de regarder si 1 est valeur propre, si c’est le cas ¢’est une rotation d’axe Ej, sinon ¢’est une anti-rotation
(et il faut alors calculer ’axe E_1).
Pour déterminer 1’angle, on procede en deux temps :
— La valeur de I’angle se trouve avec la relation tr(A) = 1+ 2cos(0) (dans le cas d’une rotation) et tr(A) =
—142cos(0) (dans le cas d’une anti-rotation).
En effet, la trace de la matrice A est la trace de I’endomorphisme f, c’est donc la trace de la matrice sous sa forme
vue plus haut.
Cela donne donc cos(0), ie I’angle « au signe pres ».
— Pour le signe de I’angle, on note f; un vecteur directeur de I’axe (de la rotation ou de I’anti-rotation), et on prend
/> un vecteur qui n’est pas colinéaire a f;. on calcule alors f(f>) (en utilisant la matrice A).
On regarde ensuite si (f1, f2, f(f2)) est une base directe, ie dety (f1, f2, f(f2)) > 0 (ou & désigne la base canonique
qui est une BOND).
I1 faut donc calculer ce déterminant, ce qui revient a calculer le produit scalaire : (f1 A f2.f(f2))-
Si cette quantité est positive, c’est que 0 € [0, 7| est positif, sinon c’est que 6 €] — 7, 0].
Souvent, on prend pour vecteur f> 'un des vecteurs de la base canonique (pas colinéaires a f1), ainsi, le calcul de
f(f2) est facile (c’est la colonne de A correspondante), et le calcul de fi A f> est aussi trivial (car beaucoup de 0).
On peut aussi prendre un vecteur f, orthogonal a f; comme cela, f, est dans le plan de la rotation. Il peut aussi
arriver que I’on demande une BON dans laquelle la matrice de f est de la forme attendue. Pour cela, il suffit de
prendre f] normé, f, orthogonal a f| et normé et poser f3 = fi A fa.

Exercice 2

Caractériser géométriquement 1’endomorphisme de R* canoniquement associé

1 -8 4 1
I 4 -8

Correction : On remarque que la matrice A est symétrique et orthogonale. L endomorphisme canoniquement associé est
donc une symétrie orthogonale. Pour le déterminer completement, il suffit de déterminer 1’ensemble de ses points invariants.
On résout donc I’équation AX = X, et on trouve que I’ensemble des points invariants est F = vect(1,4,1). A est donc la
matrice, dans la base canonique, de la symétrie orthogonale par rapport a F, ou encore du retournement par rapport a F.

Exercice 3 Caractériser géométriquement 1’endomorphisme de R? canoniquement associé a

Correction : On vérifie que les colonnes de A forment une base orthonormée. Ainsi, f est un endomorphisme orthogonal.
De plus, det(A) = 1. f est donc une rotation. Cherchons son axe en cherchant ses points fixes. L’équation AX = X donne que
’axe est la droite vect(1,1,1). Posons u = (1,1, 1). Pour déterminer I’angle de cette rotation, que I’on note 8, on remarque
qu’en écrivant la matrice de f sous forme réduite, on a Tr(A) = 14 2cos6. Or, Tr(A) = 2, et donc cos(6) = 1, soit 6 = Z[271].
Pour conclure quant au signe de 6, on peut remarquer que, posant v = (1,—1,0), qui est orthogonal a u, alors la base

(u,v, f(v)) est directe, ce qui signifie que 6 €]0, £]. On en déduit donc que f est la rotation d’axe dirigé par (1,1,1) et d’angle
T
3

Exercice 4 Caractériser géométriquement 1’endomorphisme de R® canoniquement associé a
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N 31 V6
A==-[1 =2 2 B=-1| 1 3 -6
3\2 -1 =2 4 -6 V6 2

L [-8 41 ([T 4 4
cC=-|(4 7 4 D=—|-4 8 -1

P\ 43 o\4 1 -3

Correction : Rotation autour de 1’axe dirigé et orienté par (3,1,1)
Rotation d’axe dirigé et orienté par w = (1,1,0) et d’angle 6 =
Retournement d’axe dirigé par (1,4,1).

Rotation d’axe dirigé et orienté par w = (1,0, —4) et d’angle 6 = arccos (—%).

d’angle 6 = arccos (—%).
Y3
§.
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fonctions

Exercices

Rappels

Convergence dominée pour une suite de

Intégration terme & terme sur un intervalle
Continuité sous le signe intégrale
Dérivation sous le signe intégrale

CB — Interversion de symboles

Dans ce chapitre, on voit tous les théorémes qui permettent d’inverser 1’ordre des
symboles (de dérivation, d’intégration, de sommme, de limites, etc.) en analyse. Une
grande partie consiste en des rappels. Une autre partie est nouvelle : le théoreme de
convergence dominée et le théoréme de dérivation sous le signe somme.

Les fonctions considérées sont définies sur un intervalle / de R et a valeurs dans R
ou C.

Rappels

Limite de la dérivée

Soit f définie et continue sur un intervalle et dérivable sur I\ a. On souhaite savoir
a quelle condition elle est dérivable en a.

On rappelle donc qu’il ne faut surtout pas dériver la fonction f et déterminer a
partir de I’expression de f’ obtenue si f est dérivable en a en faisant tendre x vers
a dans I’expression de f’(x). Dit de maniere différente : I’ensemble de définition de
I’expression de f’ n’est pas nécessairement I’ensemble de dérivabilité de f.

Plus précisément, le théoréme suivant précise les liens entre les limites de I’applica-
tion dérivée et la dérivabilité en a.

Théoréme |.1 — Limite de la dérivée. Soit f définie et continue sur un intervalle /
et dérivable sur I \ a.

On suppose que I’application dérivée f’ admet une limite L (finie ou non) en a.
Alors :
f(x)—f(a)

lim——————* =1L.
x—a xX—a

Ainsi, le taux d’accroissement en a tends aussi vers L
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On peut donc écrire :

lim w — lim lim
h—0 h x—ah—0

fo+h) — ()
h

R) apeutétre un bords de I’intervalle 1.

% Particulierement utile dans le cas d’une fonction qui est prolongée par continuité
en a : on est assuré de la continuité et on montre la dérivabilité par la limite de
I’application dérivée (plutdt que la limite du taux d’accroissement).

C’est en particulier le cas pour I’étude du probleme de recollement de solutions
d’équations différentielles.

Démonstration. On traite la dérivabilité a droite en a.
Soit a < x < b, f est alors continue sur [a,x] et dérivable sur |a,x[, donc on peut
appliquer I’inégalité des accroissements finis :

f(x) —fla)

X—a

3ex €ax], f(x) = fla) + f(ex)(x—a) soit ==—"= = f'(cy)
On sait que lim ¢, = a (d’apres le théoreme des gendarmes), puisque ¢, €a,x[. Comme
xX—a

on sait que lim f’(x) = L, on a par composition des limites : lim,_,, f'(c,) = L. Et donc :
X—a

x)— f(a
li_1>n fw) = fla) = L. Ce qui s’écrit aussi f est dérivable (a droite) en a, avec f’(a) = L.
x—wa  xX—a
On traite de mé&me la dérivabilité a gauche en a. |

Corollaire 1.2 Soit f définie et continue sur un intervalle / et dérivable sur 7 \ a.
On suppose que 1’application dérivée f’ admet une limite / € R en a. Alors f
est dérivable en a et f'(a) = 1.
On suppose maintenant que I’application dérivée f’ tends vers +oo en a. Alors
¢y admet une demi-tangente verticale en a.

Corollaire 1.3 Soit f définie et continue sur un intervalle [ et de classe €’ sur I\ a.
On suppose que 1’application dérivée f” admet une limite / € R en a, alors f est de
classe ¢! sur I, avec f'(a) = 1.

= Exemple 1.1 Soient A un réel non nul et f définie sur [0, %] par

cos(Ax)—1 .
fix— sinx six70
0 six=0.

1
Montrons que f est " sur [0, g]

On voit que f est continue sur ] 0, %] (quotient de fcts continues). En O :
- %l 2y2 A2x

1) ~ =25 0=40)

x—0 X
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D’o la continuité en 0 et sur [0, 5].
On a f de classe € sur] %} (quotient de fcts €.

EnO:
A sin(Ax) cos(x)
/ e — J—
fix)= sinx (cos(Ax) —1) sin“x
Ona:
sin.(lx) Y
sinx
cos(x) Axr1 A7 A2
(COS(AX) — l) Sinzx x:() — 3 ; = —7 — —7

Par addition des limites, on obtient :

lim f'(x) = l—z

x—0 2

Ainsi, on peut appliquer le théoréme de la limite de la dérivée (en vérifiant propre-
ment les hypotheses). Cela donne :

fR)—f0) 27
M0 2

Et donc f dérivable en 0 avec f'(0) = —%2.
Ensuite f” est continue en 0, puisque lir% f'(x) = £(0).
X—
Et enfin f est €' sur [ , 2] "

.2 Continuité de la limite / somme d’une suite de fonctions

Proposition 1.4 Soit I un intervalle de R et (f,) une suite de fonctions continues
qui converge uniformément sur tout segment de / vers une fonction f.
La fonction f est alors continue sur /.

On peut donc écrire :

lim f(x) = lim < lim f,(x )>

X—XQ X=Xy \ n—>+oo

= lim lim f,(x)

n%+°°x%xo

Ingffmfn(xo) = f(xo)-

On a aussi le résultat dit « de la double limite » :

Théoreme 1.5 — de la double limite. Soit (f,) une suite de fonctions convergeant
uniformément vers f sur / et @ une extrémité de / (éventuellement infinie).

On suppose que pour tout n € N, f, admet une limite notée /, en a.

Alors :

* la suite (/,) admet une limite /

» La fonction f admet une limite en a et cette limite est /.
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On peut donc écrire :

lim lim f,(x) = lim lim f,(x)

xX—an—r+oo n—+oox—a

Pour les séries on a le résultat suivant :

Proposition 1.6 Si pour tout n € N, la fonction f;, est continue sur / et que la

série Z fn converge uniformément sur tout segment de /, alors la fonction somme
o0

S =) fudela série est continue.
n=0

Ce résultat est aussi utile si la série de fonctions f;, converge normalement sur tout
segment car on a alors la convergence uniforme.
On a aussi le résultat de 1la double limite :

Théoreme 1.7 soit (f,) une suite de fonctions définies sur / et a une extrémité de /
(éventuellement infinie) ; si la série Z [ converge uniformément sur /, de somme S,
et si, pour tout n, f,, admet une limite /, en a alors :

* la série an converge,

¢ la fonction S admet une limite en a et :

~+oo
)lcgl}lS(x) = n;)ln

I.3 Interversion limite et intégrale

Proposition 1.8 Soit (f,,) une suite de fonctions continues sur le segment [a,b] qui
converge uniformément vers f sur [a, b].

b
Alors la suite de réel < / In (t)dt> converge eton a :
a

n

A@mmﬁgéﬁwm

On peut dire que 1’on a échangé les symboles limites et intégrales : la limite des
intégrales est I’intégrale des limites. On peut ainsi écrire :

b b
fim / Fult)dt = / (1im fu(1)) e
Démonstration. Le résultat consiste a utiliser ’inégalité triangulaire pour les inté-
grales :

/abf(t)dt—/:fn(t)dt /ab(f(t)—fn(t))dt

b
<L!f—ﬁ0ﬂm
b
< 17 full-ds
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puisque V¢ € [a,b], [fu(t) — ()| < (| f = fulleo-
On obtient :

/abf(t)dt - /ab fn(t)dt

<Sb=alf=full —0

Ainsi, on obtient :

/a bf(l‘)dt— / bfn(t)dt =0 e lim / ’ fult)dt = / ’ ft)dt

lim
noo

2 L’inégalité :

b b
[t [ fiwdr) < o =a)lr— 1

est a retenir. Lorsqu’on integre sur un intervalle de taille infinie, on ne va pas
pouvoir utiliser cette inégalité.
Le résultat est d’ailleurs faux sur un intervalle de taille infinie : par exemple, si on
pose :

n%x six € [0,n]

Jaix— =L (x—2n) six€[n,2n
0 ailleurs.

(fn est croissante affine jusqu’a n ot elle vaut % puis décroissante affine jusqu’a 2n ot
elle est nulle).
Alors clairement :

o0
Vn e N, fa()dt =1
0

1 . .
I]I%" = = et donc f, converge uniformément vers la fonction nulle.
n

On a donc :

—+oo

—+oo
lim [ f,(t)dt = 1 tandis que : / lim f,,(¢)dt = 0.
neo 0 O neo

Pour la série on a le méme résultat (trés souvent on I’utilise avec la convergence
normale) :

Proposition 1.9 Soit (f,) une suite de fonctions numériques continues sur un seg-
ment [a,b]. On suppose que la série Y f,, converge uniformément sur [a, b].

b
Alors la série des intégrales Z < / i (t)dt> converge et :
a

+oo b b [ +e
n;)/a f,,(z)dt:/a <n;)fn(t)>dt
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| |
Interversion dérivation / limite ou somme

Proposition 1.10 Soit (f,) une suite de fonctions de classe €' sur I qui converge
simplement sur / vers f et telle que la suite des fonctions dérivées (f;) converge
uniformément sur / vers 4. On a alors :

f estde classe €' sur I et f' = h.

Démonstration. Déja, on peut voir que % est continue comme limite de fonction conti-
nue
Considérons x € I et xy € I, on a alors :

[ () = fxo) =1im (f(x) = falx0))

X
=lim </ f (t)dt) car f, est de classe ¢
noo X0
X
= [ lLimf,(¢)dt par convergence uniforme de la suite (f,)
oo

X0
:/ h(t)dt
X0

Ainsi, x — f(x) — f(xo) est une primitive de la fonction continue %, ¢’est donc une
fonction de classe ¢! vérifiant ' = h. |

% Ce n’est pas un résultat qui permet d’intervertir limite et dérivée. En effet, il faut
la convergence uniforme de la suite des fonctions dérivées. On n’a aucun résultat
du type : « Si f, converge uniformément vers f, alors f, converge vers f’ ». On
peut trouver des contre-exemples.

% On peut par contre montrer que dans les hypotheses précédentes, la convergence
de f, vers f est en fait uniforme sur tout segment.
En effet, si [a,b] est un segment de 7, on a pour tout x € [a,b] :

0= £ = () = F09) = (o) = F@) + () = F (@)
[ =) 0|+ 1£uf) = £ )

<N = 1) 1192 1x = al + | fua) — f(a)]
<Ify—F19P b —al + | fu(a) — f(a)l

<

et donc :

1 fo— FI92 < £2 = F1192 b — a] 4 | fu(a) — f(a)]

Ainsi, si (f]) converge uniformément sur [a, b] vers f’, on a (f,) converge unifor-
mément sur [a,b] vers f.

Comme le segment [a, b] est quelconque, cela donne : si () converge uniformé-
ment vers f’ sur tout segment, alors (f;,) converge uniformément vers f sur tout
segment.
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% On peut revoir dans le chapitre sur suites et séries de fonctions les résultats
suivants :
— La méme résultat avec une version faible des hypotheses,
— La généralisation aux fonctions de classe ¢* (il faut la convergence uni-
forme de la derniére dérivée et convergence simple des précédentes.
— Le résultat précédent avec les hypotheses faibles.
— Les version « séries de fonctions » de ces résultats.

Convergence dominée pour une suite de fonctions

Théoreme II.1 — Théoréme de convergence dominée. Soit (f;),cx €st une
suite de fonctions sur /, telle que :

H1 pour tout n € N, f, est continue par morceaux sur /,

H2 la suite de fonction (f,), .y converge simplement vers une fonction f,

H3 la fonction f est continue par morceaux,

H4 il existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur / vérifiant :

VneN, Vrel, |fu(t)] < o)

On a alors :
* les fonctions f, et f sont intégrables sur /

* la suite numériques / fa(t)dt | converge,
I

e etona:

lim [ f,(0)ds = [ f0)a

Démonstration. On peut constater que f, et f sont intégrable car ¢ ’est.
Le reste de la démonstration est hors-programme. |

% C’est un théoréme d’interversion de symbole :

lim [ f,(¢)dt = /limfn(t)dt
nes Jp I ne

L'hypothése de domination est :

VneN, Vi el, |fu(t)] < ()
ce que I’on peut écrire : Vn € N, |f,| < @

Autrement dit, toutes les fonctions f;, sont majorées (en module / valeur absolue)
par la fonction ¢ indépendamment du parametre ». La fonction ¢ n’est pas « trop
grande » puisqu’elle est intégrable.

Notons en particulier que f vérifie la domination aussi :

viel, |f(0)] < o)

(inégalité que I’on obtient en passant a la limite simple dans I'inégalité ci-dessus.)



198 Interversion de symboles

% 11 arrive parfois que ¢ est en fait la fonction f : c’est le cas si pour toute valeur
de t, f,(¢) tends vers f(¢) en étant croissant.
Dans le cas ou / est un intervalle borné, alors on peut utiliser une constante pour

0.

Bilan des hypothéses On veut écrire :

lim | f,(t)dt = / lim £, (t)dt
nee JJ Tz

On retrouve alors les hypotheses nécessaires :
* Pour que / fn(t), il faut que pour toute valeur de n, f,, soit continue par
/

morceaux (H1) et intégrable. Cette deuxieme condition est une conséquence
de la domination comme on I’a vu.

* Pour que lim f,(7) ait un sens, il faut que la suite de fonctions (f,,) converge
simplemer;l‘:o (H2).

* On doit pouvoir alors définir : / f(#)dt, ce qui impose que f soit continue
par morceaux (H3) et intégrable. Cette deuxieme condition est aussi une

conséquence de la domination.
Seule I’hypotheése de domination est donc vraiment a retenir.

p) Pourque / fu(t) existe, on pourrait se contenter de demander que I’intégrale
1

soit convergente. Il faut se rappeler qu’une intégrale impropre convergente, non
absolument convergente est un objet mathématique compliqué. Aussi dans les

résultats de ce chapitre, pour que / Ja(t) existe il faut que f, soit continue par
1

morceaux et intégrable.

En ce qui concerne la condition f est continue par morceaux, notons que cela
provient du fait que I’on a que convergence simple ! Le programme précise L’ hypothése
de continuité par morceaux de f, imposée par les limitations du programme, n’a pas
I’importance de I’hypothese de domination.

% En utilisant la suite de fonction g, = f,, — f, qui est continue par morceaux,
converge simplement vers O et qui vérifie :

VneN, |gn| < |ful +1f1 <20

Ainsi la suite de fonction g, est dominée par la fonction intégrable 2¢. On en
déduit que :

lim/g,,:/limg,,:0
neo Jr ] nee

ainsi :

tim /15, f1=0.
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Ce résultat est plus fort que

tim [ .= [ 1,

= Exemple 1.1 On va montrer que :

n t2 n* +oo 5
lim (1—2> dt:/ e Udt
ne> Jo n 0

On considere la suite de fonctions (f;,) définie ainsi :

2

2\" .
£t <l—n—2> si0<r<n
0 sinon.

Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur R et la suite de fonctions (f,)
converge simplement vers la fonction :
71‘2
fit—e

car pour ¢ fixé, et n vérifiantr < n

2
2\" ) 2
(1—’12) —exp(n ]n<1_112)>

2 r ") r
wln(1- = X —— = —1?

La fonction f est aussi continue par morceaux.
On a de plus :

et

VneN, Vit e R, fu(1) < f(1)
En effet, sit > n c’est évident : f,,(r) =0et f(¢) >0

)
sit<m,ona: f,(t) =exp (nzln (1 - nz)> Or on sait :

Vu > —1, In(1+u) < u inégalité de convexité.

On obtient donc :

et donc exp <n2 In ( )

ce que 'on écrit : f, (1) < f(1)
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On peut aussi voir qu’a ¢ fixé, la suite

2
t
<exp <n2 In <1 — 2) )) est croissante.
n neN

et donc nécessairement la limite f est un majorant.
On a donc I’hypothese de domination.

Vn e N, |fu| = fu < f (on peut enlever la valeur absolue car il s’agit de fonctions positives)

Il reste a vérifier que la fonction dominante est intégrable. Le probleme est en +oo
car la fonction f est continue sur R™,
On a clairement :

g _
Vi>1,0<e " e’
+°° . . .
et / e 'dt = —1 converge (intégrale de référence). Ainsi,
1
Foo
/ e dt converge.
1

On a donc bien :

* Les fonctions f, et f sont continues par morceaux,

* La suite de fonctions f;, est dominée par la fonction f qui est intégrable.
On en déduit que :

lim [ f(0)de = / F()d
R+ R+

oo

ce que I’on peut écrire :

n t2 n* +oo 5
lim (1—2> dt:/ e Udt
ne> Jo n 0

Intégration terme a terme sur un intervalle

Théoreme lIl.1 — Intégration terme a terme. Si (f,,),cy est une suite de fonction
vérifiant :

H1 Pour tout n € N, f;, est continue par morceaux et intégrable sur /.

H2 La série Z [ converge simplement vers une fonction S.

H3 La fonction $ est continue par morceaux.

H4 La série de réels Z / | fu(2)|dt converge.
I

Alors on a les résultats suivants :
* la fonction S est intégrable sur /

* La série numérique <Z / f,,(t)dt) converge
I
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e etona:

/IS(t)dt :rz/lfn(t)dt.

Démonstration. La série numérique Z / fn(t)dt converge, en effet :
1

Vn e N, ’/f,,(z)dt
1

< / )] dt

et la série Z / |fn(2)|dt converge,
1
Ainsi, on peut écrire :

oo oo
n d ~ n d
Y| a0 < X [0l

Le reste est admis conformément au programme. |

% C’est une interversion de symboles :
oo Foo
J(La0)a=X ([noa)
I\ n=0 n=0 1

L’hypothese importante est : Z / | fn(2)|dt converge.
I
Cela signifie que I’on peut calculer (ou du moins estimer) la valeur de I’intégrale
généralisée I, = [ |fu(1)|dt et que cette estimation assure que Zln est une série
1
numérique (2 termes positifs) convergente.
Cette hypothese tient le méme rdle que 1I’hypothese de domination.

Parfois, on ne peut pas appliquer ce théoreme, mais on peut utiliser le théoreme
de convergence dominée a la suite des sommes partielles S, = Y/, fx-

Bilan des hypothéses On veut écrire :

/ @fm)) a=3 ([ nioar)

* Pour que / fn(t)dt existe, il faut que pour toute valeur de n, f,, soit continue
1
par morceaux et intégrable (H1).
~+oo
* Pour que Z fn(t) existe, il faut que la série de fonctions Y f,, converge

n=0
simplement sur / (H2).

—+oo
* Pour que / Z fa(t) | dt existe, il faut que a fonction S soit continue par
1\ n=0

morceaux (H3) et intégrable.
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Ce dernier point est une conséquence de I’hypothese de convergence de la

série ) /1 FAGIE

= Exemple lll.1 On souhaite montrer que :

T (S 2 —nt © 2
/0 Zt e dt = Z E
n=1

n=1

On considere donc la suite de fonctions définies sur R™ par :

fuit—t2e™ pourn > 1

Les fonctions f,, sont continues par morceaux et intégrables, car t?¢ ™ = o (%2)
oo

On voit aussi que pour ¢ > 0 :

oo ) ) o0
I W
n=1 n=1

—t
2 e

l1—e!
12

=t

série géométrique de raison e €]0, 1]

el —1

~+oo
Ainsi, la série Z f.(t) converge simplement vers la fonction S : 7 — ¢ e,£1 sur |0, +oo].

n=1
De plus, cette fonction est continue sur |0, +oo].

p) Le fait que ce soit ouvert en 0, ne change rien!

o0
On calcule alors Jn(t)dt par intégration par parties. Déja :
0

+oo 1
2 —nt 2 —nt .
t“e "dt converge cart‘e” " = o — uisque n > 1
/0 & o0 (t2> pPrisq -
Ensuite :
1 e
—12e M =0
n 0
donc :

oo 9 e
/ PPeMdr == / te " dt
0 n.Jo

On recommence :
~+oo
1 _
[te nt =0
n 0

donc :

/ PPeMdt = —2/ e Mdt = =
0 n 0 n

On vérifie les hypotheses :
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H1 an fixé, la fonction f, est continue par morceaux et intégrable sur |0, 40|,
H2 la série de fonction (Z fn) converge simplement vers S sur |0, +oo|

H3 La fonction S est bien continue par morceaux sur |0, +oo]

H4 La série de réels

Z/ | (2)|dt ie 1a série Z =
n=10 n:ln

est une série convergente.
Les hypotheses sont donc toutes vérifiées, on en déduit que la fonction S est
intégrable eton a :

/()+00S(t)dt = f /0+mfn(t)dt

n=0

Au final :

“+oo [ oo ~+oo 2
2 —nt _ “~
/ (;te )dt—2n3

IV Continuité sous le signe intégrale

On considere [ et J deux intervalles de R et une fonction de deux variables a valeurs
dans Rou C:

f:(x,t) —> f(x,t) définie sur I x J

On se pose le probleme de la continuité de I’application :
X / fx,t)dt
J

L’intégrale : / f(x,1)dt est une intégrale généralisée qui dépends du parametre x.
J

Théoreme IV.1 — Continuité sous le signe intégral. Soit f : (x,7) — f(x,t) une
fonction définie sur I x J.
On suppose :
H1 pour tout x € [ fixé, I’application partielle 7 — f(x,#) est continue par morceaux
sur J,
H2 pour tout ¢ € J fixé, I’application partielle x — f(x,7) est continue sur /
H3 1l existe une fonction ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur J,
telle que :

V(x,1) € 1xJ, |f(x.0)] < 9(0)

On note g : x — /f(x,t)dt.
J

On a alors :
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* pour tout x € I, t — f(x,t) est intégrable sur J
* la fonction g est continue sur /.

L'hypothése de domination indique que I’on peut dominer toute les fonc-
tions (f(x,.)),c; par une fonction ¢. C’est a dire que I’on peut majorer |f(x,?)]
indépendamment du parametre x Cette fonction étant intégrable.

% Bien repérer : la variable qui sert a I’intégration (dans la proposition c’est ) et
I’autre (x dans la proposition). Il faut donc majorer | f(x,#)| indépendamment de
la variable sur laquelle on n’integre pas.

On peut dire que x est le parametre de 1’intégrale, et donc dominer ¢’est majorer
indépendamment du parametre x.

On trouve souvent cette domination en montrant que # — f(x,¢) est intégrable :
on majore la valeur absolue |f(x,#)| par une fonction simple que 1’on sait étre
intégrable, il se trouve que cette fonction ne dépends pas de x.

Démonstration. La démonstration repose sur la caractérisation séquentielle de la limite.
On considere un a € I, et on veut montrer que lim,_,, g(x) = g(a). Pour cela, on
considere une suite (x,) quelconque de limite a et on montrer que lim,. g(x,) = g(a).
La caractérisation séquentielle de la limite assure alors que puisque c’est vrai pour toute
suite, c’est vrai pour la limite continue.
On construit une suite de fonctions (u,) ainsi :

VneN, u,:t — f(x,,t)

On a alors :

e areJfixé, limyeu,(t) = f(a,t), puisque lim,ex, = a et que x — f(x,1) est
continue en a. Ainsi, la suite de fonctions (u,) converge simplement vers la
fonction 7 — f(a,1).

» an € Nfixé, t — u,(r) est intégrable puisque 7 — f(x,,7) Iest.

* On a la mé&me fonction dominante pour la suite de fonction que pour f :

Vn € N> Vt EJa|un(t)| = |f(xn7t)| < (P(f)

La fonction ¢ étant continue par morceaux et intégrable.
Ainsi, la suite de fonction (u,) vérifie les hypotheses du théoréme de convergence
dominée. Ce qui indique que :

lim [ u,(t)dt = [ limu,(t)dt
ne Jj J nee
ce qui s’écrit :
l1m fxn, t)dt = /fat
ou encore :
limg(x,) = g(a)

Ainsi, comme la suite (x,) est quelconque, cela indique que lim,_,, g(x) = g(a),
d’ou la continuité en a.
Comme a est quelconque, on a la continuité de g sur /. |
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Bilan des hypothése
On veut écrire : f(x,) est continue par rapport au parametre x, donc / f(x,t)dt
T

aussi.
* Pour que pour toute valeur de x € I, / f(x,1)dt existe, il faut que pour toute va-

leur de x € I I"application partielle 7 — f(x,¢) soit continue par morceaux (H1)

et intégrable. Cette derniere condition est une conséquence de la domination.
* Il faut qu’ar € J fixé, I’application partielle x — f(x,¢) soit continue (H2).
Donc encore une fois, seule I’hypothese de domination est a retenir.

m Exemple IV.1 Soit f : R — C une fonction continue et intégrable sur R.
On considere la transformée de Fourier f définie par :

A R — C
f : e itx
X — f(r)e"*dt

On veut montrer que f est continue sur R.
On majore donc |f(¢)e™| indépendamment de la variable x, ici c’est trés simple :

[F(0)e™ | =) < |f ()]

La fonction dominante est donc la fonction t — | f ()| qui est intégrable.
On fait le bilan :
H1 A x fixé, la fonction £ — f(t)e’™ est continue par morceaux sur R,
H2 A fixé, la fonction x — f(1)e’™ est continue sur R,
H3 L’hypothese de domination est vérifiée :

V(x,t) € R%, [f(t)e™| < |f(1)]

et la fonction | f| est intégrable sur R.
Ainsi, la fonction f est continue. m

# Version avec des hypothéses plus faibles

La continuité est une propriété locale, au sens ou €tre continue sur ’intervalle /
revient a €tre continue sur tout segment de I’intervalle /.

On a alors un résultat plus fort :

Proposition IV.2 Soit f : (x,¢) — f(x,¢) une fonction définie sur 7 x J.
On suppose :
H1 pour tout x € I fixé, I’application partielle t — f(x,#) est continue par mor-
ceaux sur J,
H2 pour tout ¢ € J fixé, I’application partielle x — f(x,) est continue sur /
H3 pour tout segment K inclus dans /, il existe une fonction @ continue par
morceaux, positive et intégrable sur J, telle que :

V(x,1) € K xJ, |F(1)] < 9x(t)

Onnote g : x — /f(x,t)dt.
J



206 Interversion de symboles

On a alors :
* pour tout x € I, t — f(x,t) est intégrable sur J
* la fonction g est continue sur /.

% Trés souvent on considere un segment de la forme [a, b] inclus dans / et on majore
| f(x,1)| indépendamment de x pour x € [a,b] et donc le majorant dépends de a et
/ ou de b (mais toujours pas du parametre x!).
On retrouve le méme phénomene que la convergence normale / uniforme sur tout
segment.

# Théoréme de convergence dominée & parameétre continu

Théoréme IV.3 — convergence dominée a parameétre continu. Soit f: (x,7) —
f(x,1) une fonction définie sur I x J, et soit a une borne de /.
On suppose :
H1 pour tout ¢ € J fixé, I’application partielle x — f(x,#) admet une limite en a,
notée /().
H2 pour tout x € [ fixé, I’application partielle 7 — f(x,#) est continue par morceaux
sur J,
H3 pour tout x € [ fixé, la fonction ¢ — [(¢) est continue par morceaux sur J,
H4 1l existe une fonction ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur J,
telle que :

Vix,0) € IxJ, |f(x 1) < (1)

Onnote g : x — /f(x,t)dt.
J
On a alors :
* la fonction / est intégrable.
* La fonction g admet une limite en a
*ona:

lim g (x) = /, (¢)dt

% On a donc :

lim | f(x,t)dt = [ lim f(x,t)dt
J

x—a Jx—a

C’est le méme résultat que pour la continuité. La différence est que 1’on fait
tendre le parametre, vers un parametre limite a qui est un bord de /.

Démonstration. La démonstration est la méme que pour la continuité, on utilise la
caractérisation séquentielle. La seule différence est que le point a est un bords de /. W

L'hypothése de domination est la méme que pour le théoréme de continuité
sous le signe intégral : on peut dominer toute les fonctions (f(x,.)),; par une
fonction ¢@. Cette fonction étant intégrable.
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I C’est a dire que I’on peut majorer | f(x,?)| indépendamment du parametre x

V Dérivation sous le signe intégrale

On se demande maintenant si la fonction g : x — / f(x,t)dt est dérivable.
J

Théoréeme V.1 — Formule de Leibniz, dérivation sous le signe intégral. Soit
f i (x,t) —> f(x,) une fonction définie sur 7 x J.
On suppose :
H1 pour tout x € I, I’application partielle # — f(x,) est continue par morceaux et
intégrable sur J,

H2 pour tout ¢ € J, I'application partielle x — f(x,t) est de classe €’ sur I,

H3 pour tout x € I, I’application partielle  — ‘;—f: (x,1) est continue par morceaux,

H4 11 existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur J telle que :

d
V(o) €1, 'fw) < (1)

dx

On note alors
g ixr—> /f(x,t)dt
J
Ona:
af _y

* pour tout x € I, t — =—(x,1) est intégrable sur J

ox

* la fonction g est de classe €' sur I etona:

Vxe g (x) = /J gi(x,t)dt

Démonstration. Admis conformément au programme. |

% C’est un résultat d’échange de dérivation et de signe intégrale, en effet, on a :

Vx el, /Jgf:(x,t)dt: % </Jf(x,t)dt>

% Tres souvent, en dérivant on montre que la fonction g est solution d’une équation
différentielle et on en déduit la fonction g et donc la valeur d’une intégrale a
parametre.

Hypothése de domination L’hypothése de domination est que pour tout para-

metre x, on a une domination de 1’application dérivée partielle —f, c’est a dire que

ot

est majoré indépendamment du parametre x.

d
L
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Bilan des hypothéses
On veut écrire :

Vxel/a x,t)d </fxtdt>

 Pour que / f(x,1)dt existe, il faut que f soit continue et intégrable (H1).
J

d
* Pour que a—f(x,t) existe, il faut que pour tout ¢ € J, ’application partielle
X

x = f(x,1) soit de classe ¢! (H2).
» Pour que / 5 (x,1)dt existe, il faut que pour tout x € I, ¢ — af( ,1) soit

continue par morceaux (H3) et intégrable. La condition d’intégrabilité est une
conséquence de la domination.
Ainsi, seule I’hypothese de domination est importante.

% Cette fois il faut I'intégrabilité de r — f(x,¢) puisque I’hypothese de domination
of

est sur —

ox’

# Version avec des hypothéses plus faibles

Puisque la dérivation est une propriété locale, on a un résultat plus fort avec une
hypothese de domination pour tout segment de [ :

Proposition V.2 Soit f : (x,7) — f(x,t) une fonction définie sur I x J.
On suppose :

H1 pour tout x € I, I’application partielle # — f(x,) est continue par morceaux
et intégrable sur J,

H2 pour tout ¢ € J, I’application partielle x — f(x,t) est de classe €’ sur I,

H3 pour tout x € /, I’application partielle t — ‘;f (x,7) est continue par morceaux,

H4 pour tout segment K inclus dans /, il existe une fonction @k continue par
morceaux et intégrable sur J telle que :

V(x,t erJ‘ f ) < o(r)
On note alors
g x> /f(x,t)dt

J

Ona:
af o
* pourtoutx € I, ¢ — a—(x,t) est intégrable sur J
x

* la fonction g est de classe €' sur I etona:

Vxel, g (x /8 (x,1)d
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% Comme précédement, on considere souvent [a,b] un segment de / et on majore
donc ‘ ‘;f (x, t)‘ indépendamment du parameétre x pour x € [a,b|. La domination

peut donc dépendre de a et / ou de b.

= Exemple V.1 On souhaite calculer la valeur de

L, (x) / _di ourx>0etn>1

x) = ———— pour x n

C’est donc une suite d’intégrale a parametres.
Commencons par calculer /;(x). On a:

‘e dt
Vx>0,11(x):/ —
0 X+t
A x > 0 fixé, cette intégrale est convergente (et méme absolument convergente car

1

o0
positive), t — z2 est continue sur R™ et _javec / 2 qui converge.
1

x+12
Le calcul est simple car on a une primitive :

I(x) /+°° dt 1/+°° dt
X)) = —_— .
: o x+t2 xJo 1 :\?
AN
1 pte du
_;/o ﬁ1+u2
en posant u

+oo

I (x) = —= [arctan(u) ]~ =

4l <

N

Considérons n > 1 quelconque, on souhaite dériver I,,.

On note fn(x,t) = m

1 : L
Pourx > 0,1 m est continue par morceaux sur [0, 4-oo[ et intégrable car :
x
1 1

m T intégrame de Riemann avec o = 2n.
X t—>+°°

On fixe ¢ € [0, +oo[ et on dérive :

dfu B J 1 L n
w0, e = 7 Gy ) =~

Il faut majorer cette expression (en valeur absolue) indépendamment de x pour x > 0
par une fonction intégrable.

Ce n’est pas possible, on va alors se restreindre a un segment.

On considere donc 0 < a < b et le segment [a,b] qui est donc inclus dans |0, +-oo].
Ona:

n 1
<
)t Sy

V(x,t) € [a,b] x RT
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On considere donc la fonction @, définie par :

Qult) =n——.
(Cl _|_ t2)n+l

Cette fonction est intégrable sur [0, 4-oo] car elle continue par morceaux et

©4(1) e AT intégrame de Riemann avec o0 = 2n+2.
Onadoncan>1fixé:
H1 A x> 0fixé, la fonction # — f,(x,7) est bien continue par morceaux et intégrable
sur [0, +oo].
H2 At >0 fixé, la fonction x — f,, (x,t) est bien de classe ¢! sur R*,
H3 A x > 0 fixé, la fonction  — % fn(x,1) est bien continue par morceaux sur R,
n

+x* .
H4 Pour tout segment [a,b] de R™, on note ¢, :  — @ A

On a bien :
< @u(t)

)
+ |2
Vx € [a,b],Vt € R, axfn(x,t)

De plus, la fonction ¢, est bien continue par morceaux et intégrable sur R+,
On obtient que I, est de classe ¢! sur R} et que

Vx e R} zf(x)=/+°° T Nar
¥ °n 0 (x+t2)n+l

=—nlyy (x)
On montre alors par récurrence la formule suivante :

I1x3...2n— -

En effet, on a vu que pour x > 0 :

I (x) :%x*%

1 T 3
IZ(X)Z_IIKX)ZEX 2

1 137w _s
13(x):—515(x)=§§§x 2

1 1 3x5~m
W =350 =552 5"

_1
2

Il ne reste donc plus qu’a rédiger la récurrence.

#* Généralisation aux fonctions de classe ¢*
On peut appliquer ce résultat par récurrence :
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Proposition V.3 Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On suppose :
H1 pour tout ¢ € J, I’application partielle x +— f(x,#) est de classe € sur 1.
H2 pour tout x € et pour tout p € [0,k] I’application dérivée partielle :
arf ,
t — ———(x,t) est continue par morceaux sur J

oxP

et intégrable sur J

(NB : en particulier 7 — f(x,7) est continue par morceaux et intégrable).
H3 1l existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur J, telle que :

V(x,t) € IxJ,

On note la fonction g : x — /f(x,t)dt
J

On a alors :
» la fonction g est de classe €* sur I,
e etona
oP
vxel, Vpe LA, 8?0 = [ 2L (x,1)ar
7 OxP

I’hypothése de domination signifie ici que la derniere dérivée partielle est
dominée (ie majorée indépendamment du parametre x).
Comme précédemment, il faut que la fonction dominante soit intégrable.

% Le cadre d’application de cette formule est celui oll on a une expression explicite
e e o , .
des dérivées successives —(x,) pour pouvoir vérifier qu’elles sont continues

oxP
par morceaux.
k

Il faut aussi I’expression de la derniere dérivée partielle Ik (x,t) pour avoir la
X

domination.

Comme on n’a pas de domination de la fonction f, il faut ’hypothese qu’a x fixé,

t — f(x,1) est intégrable. De méme pour les premieres dérivées partielles, il faut

I’hypothese intégrable (pour la derniere c’est une conséquence de la domination).

En fait, on peut montrer que si la derniere dérivée partielle est dominée alors les
précédentes sont dominées (au moins sur tout segment).

Bilon des hypothéses
On veut intervertir les symboles :

2 (o) | (S}
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e pour que / f(x,t)dt existe, il faut qu’a x fixé, t — f(x,?) soit continue par
morceaux et intégrable (H2).
oP
* pour que a—f(x,t) existe, il faut qu’a ¢ fixé, x — f(x,¢) soit de classe €*
x
(H2).
arf .
* pour que / ﬁ(x,t) dt, il faut que pour tout p € [1,k], et tout x € 1,
J
I’application ¢ — ‘;% (x,1) soit continue par morceaux et intégrable (H2).
Encore une fois, la seule hypothese a bien comprendre et retenir est la domination
de la derniere dérivée partielle.

% Il existe une version « sur tout segment » de ce résultat : on peut remplacer
I’hypotheése de domination par : pour tout p € [[1,k]), pour tout segment K de 7 il
existe une fonction (pllf continue par morceaux et intégrable sur J, telle que :

A K xJ orf <
(x,t)G xXJ, W(xﬂt) \q)P(t)

Voici par exemple, une version « €~ avec domination sur tout segment » de ce
résultat

Proposition V.4 On suppose :
H1 pour tout ¢ € J, I’application partielle x — f(x,) est de classe €™ sur I.
H2 pour tout x € I et pour tout p € N I’application dérivée partielle :
ar .
t— o (x,1) est continue par morceaux sur J.
pY
H3 pour tout p € N, et tout segment K de /, il existe une fonction (p[[f continue
par morceaux et intégrable sur J, telle que :

P
Viet) € Kxd, |5 ()| < 05()

On note la fonction g : x — /f(x,t)dt
J

On a alors :
« la fonction g est de classe " sur I,
* pout tout p € N :

arf
Vxel,VpeN, g (x) = [ == (x,1)dr
xE€LVpEN, g () = | =7(0r)
oSN . . .. dPf ,
Dans les hypotheses, la fonction ¢ qui domine FP (x,1) dépend donc de p (ordre
X

de la dérivation) et de K (le segment).

= Exemple V.2 Soit la fonction :

1
F:x»—)/ sin(zx)dt
0
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montrons qu’elle est de classe € sur R.
On note f: (x,t) — sin(zx) définie sur R x [0, 1].
On a facilement :
H1 pour € [0, 1], la fonction x — sin(zx) est de classe € sur R et :

ok n
V(.r) € Rx [0,1), S () = Fsin (tx+k§)
H2 Pour tout k € N et tout x € R, I’application :
k

f (o]
t—> Wf(x,t) est de classe €

H3 Pour tout k € N*, on la majoration :

V(1) € R x[0,1], )t" sin (zx+k§) ‘ <t

on a donc une domination de la dérivée partielle k-iéme par la fonction ¢ :  — t*
sur [0, 1]. Cette fonction est intégrable.
On peut donc appliquer le théoréme, qui donne que F est de classe > eton a :

1
Vx e R, Vke N, FO() = [ dhsin (1 k7 ) dr
0

p) Biencomprendre dans I’exemple précédent : comme on travaille sur un segment,
les hypotheses d’intégrabilité sont tres simple.
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Exercice 1 Considérons la fonction F : x —

Pelletier Sylvain

+* Rappels de premiére année
(1+x)

1. Prolonger F par continuité en 0.
2. Vérifier que ce prolongement est dérivable en 0.
3. Retrouver ce résultat par les séries entieres.

Correction :

1. On sait que lim,_,o F(x) = 1, ainsi, on peut prolonger la fonction F par continuité en posant F'(0) =
2. On sait que F est continue en O (puisqu’on a appliqué le prolongement par continuité). On a aussi :

_In(1+x) 1
2 +
x(1+x)
In( l—i-x 1 )

e
S
(-

Vx>0, F'(x) =

Y
<x)

_ .
20 2
= —= 1
x%O 2 + 0( )
1
Ainsi, lim F'(x) = —5 D’apres le théoreme de la limite de la dérivée, cela donne :
X
. F(x)—F(0) 1
lim ——F = ——
w0 x—0 2

Donc F est dérivable en 0 avec F'(0) = —1.

NB : on peut aussi faire le taux d’accroissement.
. On utilise la série entiere de In(1 +x) :
Foo b
Vxe|—1,1[, In(1 = —1)'—
xe] = 1,1[, In(14+x) = Y (~1)"

n=1

Ainsi :
o0 xnfl
Vx €] —1,1\{0}, F(x Z
Zoo n+1 x"
=0 n+1
On constate que 1’égalité est aussi vraie en 0.
+oo b
La série entiére : (Z (=1t 4] ) @pourrayon de convergence 1.
n=0 n

Ainsi, F est DSE donc de classe ¢ sur | — 1, 1][.

Exercice 2 On considere la fonction définie sur R par f(x) = e -2 ,sixeR*et f(0) =

1. Montrer que f est continue sur R.
2. Montrer que f est de classe € sur R* et R7.

3. Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que pour tout x € R*,

790 = 9 piy
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Donner I’expression de P, en fonction de F,.
4. En déduire que f est de classe € sur R. Préciser la valeur de f")(0) pour n € N.

Correction :
1. f estcontinue sur R} et R, .EnO:

_ L . _
lime <2 = lim ¢! =0.

x—0 t—>+oo
2. évident.
3. Par récurrence (a détailler). Initialisation évidente en posant Py = 1.
Hérédité :
/
v 0, f0 () = (£7) (x)
Pi(x P,(x P,(x
=509 ) a0 ) P g
P(x) Pa(x) 2P,(x)
T an fx) _3’1)C3rur1f(x)+ 33 (%)

I (Op) - 3B (2) + 28, 0)

On pose donc :
Po1 = X3Py(X) — 3nX?P,(X) + 2P, (X)

C’est bien un polynéme, et on a bien la relation.

4. On montre par récurrence sur n € N la propriété : f est de n fois dérivable sur R.
L’initialisation est évidente pour n = 0.
Pour I’hérédité, on constate que :

) () — i 1) %
A = e
lim——Y"2 =t —
t—0 12

Par comparaison entre les puissance et I’exponentielle.
Comme f est continue sur R et dérivable sur R*, le théoréme de la limite de la dérivée s’applique qui donne : le taux

d’accroissement de £ en 0 tends vers 0 :

() (x) — )
L =100

x—0 x—0

Ainsi, £ est dérivable en 0 et donc sur R ie f est n+ 1 fois dérivable en 0 et donc sur R. Dot I’hérédité.
On constate que £ (0) = 0.

+* Théoréme de convergence dominée
Exercice 3 Déterminer les limites suivantes :

+oo n ! 1
lim (1+f) e 2 dx Fra ] =
n—+e Jo n n—+ Jo (14x)

+eo psin (£ n no,
lim 2StfE) lim (1—5) eSdx
n—+eo Jo  x(14x2) n=+eJo n

Correction :

Premiére limite :On considere f;, : x — (14 %)"e~%*, on voit que :
* pour tout n € N, f, est continue par morceaux sur [0, +oo,

* la suite de fonction (f,) converge simplement vers f : x — e~
* la fonction f est continue par morceaux sur [0, +oo].
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* En utilisant In(1+u) < u, on obtient facilement :
Vn €N, Vx € [0, 4oof, [fu(x)] < f(x)

La suite de fonction (f;,) est ainsi dominée par la fonction f qui est intégrable.
Le théoréeme de convergence dominée donne alors :

. e X\" oy e —X
lim (1+7) e dx:/ e dx = 1
0 n 0

n—r—+oo

Deuxiéme limite : On considére ensuite f;, : x — diﬁ;ﬁl dx
* Pour tout n € N, f, est continue par morceaux sur [0, 1],

* La suite de fonction f, converge simplement sur [0, 1] vers la fonction :
0 six>0
fixr— .
I six=0

On peut dire que c’est une croissance comparée ou écrire pour x €]0, 1] fixé :

nx

f,,(x);:m:exp In(n) +1In(x) —nln(1+x) [ — 0

~—nln(1+x)——c
oo

* la fonction f est continue par morceaux sur [0, 1].
* Ona:

vneN, vre 0,1, /(0 < 1

La suite de fonction (f;,) est ainsi dominée par la fonction ¢ : x — 1 qui est intégrable.
En effeta x € [0,1] fixé et n fixé :

n

(1+x)" =Y <Z>xk > 1+ nx

k=0
Le théoreme de convergence dominée donne alors :

11 1
lim LI / f(x)dx=0.
0

n—+oo Jq (1 —|—x)"

p) On aurait aussi pu travailler sur ]0, 1]

Troisiéme limite On a :

< e : 1
a xfixé, lrllgl Sfa(x) = o2
1
TX
¢TI
Si bien que :

+e psin (2 e T
lim 7(") x:/ dx = —
n—teo Jo o x(1+x%) 0o 1+x? 2

Quatrieme limite On pose :

n x

e (1—%) ez six<n

sinon

. _X . . . . _X
fn converge simplement vers f : x — e 2 fonction continue par morceaux. La fonction dominante est : ¢ : x — e~ 2. On
obtient ainsi :

n X\ x Foe X
lim (1—7> efdx:/ e 2dx=2.
0 0

n—r—oo n
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Exercice 4 Soit f une fonction continue sur [0, 1].

Calculer
1
lim [ f(¢")dt
ne /o
Puis a I’aide d’un changement de variables :

1
lim [ nt"f(¢")dt

n> Jjo

Correction : Comme f est continue sur un segment, f est bornée. Donc IM € R, Vr € [0, 1], |f(¢)| < M.
On pose donc g, : 1 — f(t") et @ : t — M. On constate que g, converge simplement vers la fonction :

e f(0) sit€|0,1] par continuité en 0
& f(1) sit=1

Les hypotheses du thm de convergence dominée sont vérifiées.
Et donc :

tim [ %)t = £(0)

Pour le deuxieme probleme, on pose a n fixé :

1
u=1" t=unr
tvariede O al uvariede 0al
du=nt""dt t—st"est 6!

Ce qui donne :

1 1
Vn € N, / nt" f (") dt :/ u%f(u)du
0 0
On pose donc :

8n - u|—>u%f(u)

aufixé,u#letu#0:

1
limu%:Iimexp —In(u) | = =1
neo neo N~

<0
ainsi (g,) converge vers :
t ite|0,1
o [0 el
f(1) sir=1

D’autre part, si on pose ¢ : u+— M,ona:

<M

Vn e N*, Vu € [0,1], |un f(u)

Les hypotheses du thm de convergence dominée sont vérifiées. Ainsi :

1nt"f(t”)dt = /lf(t)dt
0

lim
noo 0
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Exercice 5 Soit f une fonction continue sur [0, 1].

Calculer lim / f()tdr.
neo 0
On suppose que f est €' sur [0, 1]. A 1’aide d’une IPP, calculer

n—y—+oo

1 1
lim n/ f()t"dt puis lim / f(t)sin(nt)dt
0 n—-+oo J(

Correction :
On note ensuite g, : 7 — f(¢)¢". On a alors (g,) converge simplement vers :

{0 sitel0,1]
git—r .
f(1) sit=1

On vérifie ensuite que :
vneN, Vi € [0,1], [f(0)"] = |ga(1)] < [f(2)]

qui est intégrable puisque c’est une fonction continue sur un segment. Dot les hypotheses du thm de cv dominée sont
vérifiées et donc :

1
lim [ f(t)t"dt =0
nee

Pour le deuxieme probléme, on commence par fixer #n et faire une ipp :

/f ndl‘ |:()n+1 n :|l n /lf/(t)thrldt
n+1 n+1Jo

_ n ! / n+1
_n+1f(1)_n+1/of(t)t dt

REM : bien insiter que 1’on peut faire I’ipp car f est ¢’!. On a alors :
1

lim [ f/(¢)f""'dr = 0 résultat précédent avec [’ € €°

ne /o
d’ou :

1
li nHe''dr = f(1
Jdim [ o= (1)

REM : pour le troisieme il n’y a pas de CV simple donc pas de théoréme de CV dominée.
Pour le troisieme on procede de méme :

/f )sin(nt)dt = [—lqu(t cos nt] /f cos(nt)d

= (£(0) ~ F(1)cos(m) + © /0 £1(¢) cos(nt)dr
On a alors :
1’1121% (f(0) = f(1)cos(n)) = 0 car borné x tend vers 0
/ f'(t) cos(nt)dt est bornée donc hmrll Olf( t)cos(nt)dt =0

D’ou lim f(t) sin(nt)dt = 0.

n—+teo [
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Exercice 6 Soit £ une fonction de classe €’! sur R telle que f£(0) # 0.

Lf( Lf@)—£(0
Montrer que / fg)dt diverge et que / f()tf()dt converge.
0 0

L
En déduire un équivalent de / fg)dt lorsque x tend vers 0
X

Correction :

t)—f(0
dt est faussement généralisée en O car lin(l) f()tf() = £/(0).
t—

/1 f(t) = f(0)
0 t

Lf@)—f(0 Lf( L
Ainsi : / f()tf()dt converge, comme / f(t)dt diverge, on a nécessairement : / fg)dt diverge.
0 0 0

Pourx >0,ona:

1 1 f() — 1
/xfgt)dt:/x f(t)tf(o)dt+f(0) %

X

_ M) —f(0)
—/x fdt—f(O) ln(x)
Comme :

lim/1 f(t);f(o)dt est fini

x—0

Ainsi :
1
/x fgt)dt ~ —f(0)In(x)

% Intégration terme a terme
Exercice 7 L’ objectif est de montrer la relation suivante :
400 \ﬁ T +oo 1

dt=—) —=
o e —1 2 “nyn

1. Justifier I’existence des deux membre de cette égalité.
2. Montrer que :

Vi E o
Vt €]0, oo, g :n;\/ie !
oo
3. On admetque:/ e_yzdy: \/j
0

—+oo
Calculer la valeur de / Vte " dt en utilisant un changement de variables.
0

4. Conclure.

Correction :
1. Onnote f:t+—> e,‘f r- La fonction f est CM sur |0, +co[. On a de plus les approximations suivantes :

0r o« 0= (i)

+o [

Par critere de comparaison des fonctions positives, on en déduit que f est intégrable sur |0, +oo[. Donc - 1dt
0o € —
existe.
~+oo
La série Z —— est une série de Rieman ave o = 3

“ nyn 2
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2. On utilise une série géométrique de raison e~ et de premier terme v/ze~'. On a bien |e™’| < 1 car z > 0. Cela donne :

—t

iy e VG
Z fo M —\/t _
n:l\/e \/1—671 el —1

3. On utilise un changement de variable :

y2
y =+v/nt =2

n
dy 1 dt
“r_ S dv =/n—_
i V"5 Vi

. N . N 2 . . .
t varie de 0 a +oo, y varie de 0 & +oo, t —> % est bien de classe ! et strictement croissant.
Ainsi :
dt

+w\/i i 2 / +mt —nt
e = e n—-;¢
0 Vvn Jo 2/t

2 e
/ Ve dy
nJjo

oz

On utilise alors une IPP :

+o0 1 +o0 1 +o0 1
/ yye Ydy=|y(—ze + f/ e dy
0 2 o 2Jo

T
:T car le crochet est nul.

Au final :

oo 1 V=@
te Mdt = ~=
0 Vie nyn 2

4. On utilise le théoréme d’intégration terme a terme. On note f;, : t — /te "™

e On abien:
|fu()|dt = ==
n;/o " 2 n; ny/n
converge.

* Pour tout n € N, f; est continue par morceaux.

* La série de fonction Z fn converge simplement vers la fonction f : ¢ — e,‘f -

* La fonction f est bien continue par morceaux.
Ainsi :

+oo +o0 too
Y[ iela= [ s

ce qui s’écrit :

—+oo
Vi dt = —
o e—1 2 Znyn

Exercice 8 Montrer que : dt = —_
4 /o el —1 Z n2+1

Commentaire : exercice type a savoir refaire.
Correction : on commence par écrire pour t > 0 :

. —+oo
sint L .
=sinte”’ = Z sinte™"™
el —1 l—e =
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On pose donc f;, : 1 — sinze ™. f, est bien €. (]0,+oo[) et f,(¢) =9 (%2) Cela a donc un sens de vouloir écrire :
—» o0

+o0 0 +00  atoo
/0 r;fn(t)dt:r;/o fult)dt

Il faut montrer que ¥ [ | f,,| converge. On travaille donc sur :

+o0
/ ‘sinte”” ‘ dt
0

NB : avec les valeurs absolues ! Il faut majorer cette quantité (qui ne dépend que de ). On peut faire :

‘Sinte*m| Lte ™

Puis avec une ipp, on montre facilement que :

Foo 1
/ te "dt = —
0 n

On fait alors le bilan des hypothéses et on constate que 1’on peut appliquer le théoréme d’intégration terme a terme.
~+oo
1l faut ensuite calculer : / fa(t)dt. NB : sans les valeurs absolues cette fois. En faisant « deux ipp dans le méme sens »
0

ou en utilisant : sinte™™ = im (e_(”_i)’ ), on a facilement :

oo 1

ce qui donne le résultat.

Extrait du programme : On présente des exemples sur lesquels le théoréme ne s’applique pas, mais dans lesquels
I’intégration terme a terme peut &tre justifiée par le théoréme de convergence dominée pour les sommes partielles.

Exercice 9 Intégration terme a terme et convergence dominée

L’ objectif est de montrer la relation :

/1 dx _Ji"(—l)”
o 14+x n+1

n=0
1. Justifier I’existence des deux membres de cette égalité.
2 2.9 ass 1
2. Rappeler le développement en série entiere de 1 sur | — 1, 1].
3. Montrer que les hypotheses du théoréme d’intégration terme a terme ne sont pas satisfaites.
4. Poser :

VneN, vx € [0,1], fu(x) =Y (-1

Est-il possible d’appliquer le théoreme de convergence dominée a la suite (f,,) ? Conclure.

Correction :

oo (_ )n 1 dx
1. ~—~— est une série alternée. /
2 oy st o 1

est une intégrale sur un segment (pas généralisée).

Pr +x
2. cours :
o
=Y (-1)f
l+x /=
3. sion calcule fol ’(—l)kxk } dx = k%l mais la série des ) k%l ne converge pas !.
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4. On pose donc f, la somme partielle. On a aussi :
1— (_l)n-‘rlxn-‘rl

14+x

Ja(x) =
On vérifie les hypotheses du THM de convergence dominée.

En particulier I’hypothese de domination :

1— (_1)n+1xn+1
‘ I+x

2

VneN, Vx e [0,1], <Tix

On applique donc le théoreme :

1 n
lim (/ Zz)fk(t)dt> :/0 lim <1§6fk(t)> dt

Ce qui s’écrit (interversion des sommes finies) :

ligli ( Olfk(t)dt> = /Ollrilgl <i fk(t)> dt

Ou encore :

Y ([ aoar) = [ X oy

% Intégrales a paramétres

Exercice 10 On pose F(a dx. Démontrer que F est continue sur R.

/\/7

En déduire hm /
V1+ a4x2

Calculer ensuite : lim

7dx
a%+oo/0 *’1—|—a4x2

Correction : On note :

x2

V1+atx?
2 parametre a € R fixé, x — \/7 est €. .

fi(a,x)—

. _2 0
a variable x € [0, 1] fixé, a — m est 6.
* Onnote @ : x+— x*. On a alors V(a,x) € R x [0,1], |f(a,x)| < ¢(x). La fonction ¢ est bien €. et intégrable sur [0, 1].
Ainsi, F est continue sur R.

En particulier :

1 52
lim/ ———dx=F(0
a=0J0 /14 a*x? ©
1
3

Pour la limite en +oo, on applique le thm de cv dominée a parametre continu (la domination est la méme qu’a la question
précédente).
* a parametre a € R fixé, x — \/T est 6. .

2
* avariable x € [0, 1] fixé, lim,—, 4o Nirvr
e x— 0est €. sur |0, 1] (cette limite pourrait a priori dépendre de x).
* Onnote @ : x+— x*. On a alors V(a,x) € R x [0,1], | f(a,x)| < ¢(x). La fonction ¢ est bien €. et intégrable sur [0, 1].
On peut donc échanger limite et intégrale pour obtenir :
lim F(a)=0

a—r—+oo
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Exercice 11 Montrer que la fonction :

Py '—>/+°° dx
T L )+ ixy)

est continue sur R.

Correction : On note :
1
14x2)(1+ixy)

* a parametre y € R fixé, x — m est €.,

e avariablex € R ﬁXé, y— m est Cgo,

* Onnote :Q : x — @ On a alors :

Vlx,y) € RXR, [f(xy)] < @(x).

La fonction ¢ est bien €. et intégrable sur R.
Ainsi F est continue sur R.

T
Exercice 12 On pose F(a) = / sin (asinx) dx.
0

Démontrer que F est de classe € sur R.

Correction : On note :
f:(a,x) — sin(asinx)
Ona:

d
V(a,x) € Rx [0, 7], 50 = sin(x) cos (asin(x))
a
Ainsiona:
* a parametre a € R fixé, x — sin (asinx) est €. et intégrable sur [0, 7].
* a variable x € [0, 7] fixé, la fonction a + sin (asinx) est de classe €', avec : % = sin(x) cos (asin(x)).
e a parametre a € R fixé, x — sin(x) cos (asin(x)) est €. .

* Onpose ¢ : x+— 1.eton abien :
V(a,x) € R x [0,7], |sin(x)cos (asin(x))| < ¢(x)

La fonction @ est bien €. et intégrable sur [0, 7).
On en déduit que la fonction F est de classe €' et que :

VaeR, F'(a) = /07r sin(x) cos (asin(x)) dx

Extrait du programme : Exemples d’études de fonctions définies comme intégrales a parametre : régularité, étude
asymptotique, exploitation d’une équation différentielle élémentaire.
Exercice 13
1. En distinguant les casx > 0, x=0et —1 <x < 0.

ltX_

Montrer que I’intégrale / dt est convergente pour tout x de | — 1, 4oo].

0 nt
2. Montrer que la fonction :

-1
f:x»—>/ dt
o Int

est de classe €’ sur | — 1, +oo] et calculer f'(x).
3. En déduire une expression explicite de f(x).
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Correction :

1. Onnote Ay : t — ’)lcn_tl.
Déja, hy est € 4 sur 0, 1. On a une intégrale doublement généralisée.
Pour x = 0, &, est la fonction nulle, donc clairement f(0) = 0.
Pourx >0,onaen1:

F—1 el
Inr  Int i’

Ainsi, h, est prolongeable par continuité en posant /(1) = x, et donc h, est intégrable en 1 (intégrale faussement
généralisée).
EnO:

-1 1

~ 0
Int 10 ln(t)_>

Ainsi, A, est prolongeable par continuité en posant 4,(0) = 0, et donc A, est intégrable en 0. On voit donc que pour
x > 0, I'intégrale est convergente (elle est en fait deux fois faussement généralisée).
Pour x < 0, c’est le méme argument en 1 : I'intégrale est faussement généralisée. En O :

Int Int  >0ln(t) ¢ *In(r)

-1 el t* 1

1 1
() ~ ———— =0 —
1Ol 50 =i =% (z—x)

1 dt

or Otfxcvcar—x<1.
2. On note
-1
(x, ) = hy(f) =
g1 (er) = bl =
On adéja :
dg
—=(x,1)=1"
)

On voudrait dominer cette fonction indépendamment du parameétre x €] — 1, 4-oo[ par une fonction intégrable.
Cela n’est pas possible, il faut dominer sur tout segment [a,b] C] — 1,+oo[. On a alors :

V(x,1) € [a,b]x]0, 1], || <

avec 1 — 1 intégrable sur |0, 1] (critére de Riemann avec & = —a > 1).
Ona:

« & paramétre x €] — 1, +oo[ fixé, t -+ =L est €./ et intégrable,

* avariable 7 €]0, 1] fixée, x — t;n;tl est ¢! avec :

V(x,1) €] —1,400[x]0, 1], gi(x,t) =t

* avariable r €]0, 1] fixée t — %(x,t) =t'est €M,
* pour tout segment [a,b] C] —1,+eo[, on note @, : 1 1%, etona:

98 ()

Y(x,t) € |a,b]x]0,1], 3.

— ‘tx’ < ta

La fonction @, est . et intégrable sur |0, 1] car
1 1
/ tdt = / tfadt est une intégrale de Riemann avec —a > 1
0 0
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On en déduit que la fonction f est de classe ¢!, et que :

1
Vx> —1, f :/ t*dx =
x>—1, f'(x) A X T

3. La fonction x — In(1+x) et la fonction f ont la méme dérivée sur I’intervalle | — 1, +eo[, on en déduit que :
deeR, f(x) =In(14+x)+c
en prenant x = 0, on a ¢ = 0. Ainsi, f : x — In(1 +x)
Exercice 14
1. Montrer que la fonction :

+o0
F:x+—> / e cos(xt)dt
0

est de classe ¢! sur R
2. En déduire une expression explicite de F(x).

. . 08 £ teo 7[2 \/ﬁ
Indication : on admettra la valeur de I’intégrale de Gauss : e dt = 3
0

Correction :
1. Ona:
N . 2 o e
* ax e RAfixé, r+— e cos(xt) est €. et intégrable sur [0, +oo[ (on peut utiliser e |cos(xt)| =

1
0 @D

e at>0fixé, x— e cos(xt) est de classe %",

e ax€Rfixé, x> —te " sin(xt) est €. .

2
eonnote @:fr+>te " etona:

V(x,t) ERx R, |—te " sin(xt)| <te ™"’

la fonction ¢ est €. et intégrable sur R+,
Ainsi, F est ce classe € sur R et

—+oo
VxeR, F'(x) = — / te~"” sin(xt)dt
0

2. Pour x € R fixé, on fait une ipp avec :

u(t)=— te " u(t) :%e_’z
v(t) =sin(xr) V/(¢) =xcos(xt)

Le crochet est nul, donc :

F(x) = —gF(x)

On en déduit que F est solution de 1’équation différentielle homogene :

, X
Zyv=0
J’+2y

2
On en déduit : A € R, F(x) = Ae”#. Or on voit que F(0) = @ Ainsi :

T _2
Vx eR, F(x) = \564
Exercice 15
1. Déterminer I’ensemble D de définition de la fonction :

+o0 e*tx
F:xr—>/ dt
0o 1+1¢2
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I 2. Montrer que F est € sur D\ {0}.

Correction :
1. Onapourx e R* :

e—tx

14172

- 1
S 1412

Ort 5 z2 est intégrable sur [0, +oof, ainsi, 7 — { t2 est aussi intégrable, et donc F(x) existe.
—tx

D’autre part, si x < 0, alors 11rn = oo, donc I'intégrale diverge. Au final, D =R™.

v | 412
eftx

1412
On utilise alors le thm de derivation sous le signe intégrable sur tout segment de |0, +-oo].
e at>0fixé, x— +2 est de classe €.
De plus, on calcule facilement les dérivées successives :

kf kketx
VkeN, Vt >0, Vx>0, ak(xt) (—=1)% T4

2. onnote f: (x,t) —>

* ax > 0 fixé, et pour toute valeur de k, la fonction : ¢ — 3 L(x,t) = (—1)ke i sz est bien continue par morceaux.
* pour tout segment [a,b] C R*, ona:

—Ix —ta
k€ k€

k
ok f <t
14172 14172

W(x,t)

VkeN, Vr >0, Vx € [a,b], =t

. . . 7 LEN k . 2z
Ainsi, la dérivée k-ieéme ‘;T{ est dominée sur le segment [a,b] par :

—ta

@itk E
1+12

fonction continue par morceaux

k —ta ~ k —ta __ L . . . . 7z
Ort*{ o et =0 () ainsi, la fonction @ est intégrable sur [0, +oo[.

On a donc une domination sur tout segment de chaque dérivée par une fonction intégrable.
On a donc bien toutes les hypotheses d’interversion, ce qui donne que la fonction F est de classe € sur |0, 40| et
que :

e—tx

—+oo
VkeN, Vx>0, F¥ (x) = (—1)"/ t dt
0

1412

% Exercices de concours
Exercice 16 CCP MP 2018

On considere I'intégrale de Gauss

1
I:/ex
0

1. Démontrer a I’aide d’une série entiere que

B +oo (_l)n
= n;) (2n+1)n!

On pose, pour n € N,

)
"B (2k+ 1)k!
2. Justifier que pour tout n € N, on

1

I—5)|{ ———
=< Gemyma
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Pour tout n € N*, on définit sur [0, 40| la fonction f,, par :

fo=(1-%)

1. Déterminer, en détaillant, la limite simple de la suite de fonctions (f},),en
2. Soit n € N*. Démontrer que Vx € [0,1], | f,(x)] < ¢~ . En déduire que

A AN S D
I=1 ———
s k:ZO (k) nk(2k+ 1)

Correction :
1. La fonction exp est développable en série entiere entiere de rayon de convergence infini et
ViER, =) —
k!
k=0""

2

En utilisant ceci avec x“, on en déduit que

1:()g¥—nk@6dx

fo o xe (—1)F % est continue sur [0, 1] et || fy[|« = 7; est le terme général d’une série convergente. Ainsi, (i)

converge normalement sur le SEGMENT [0, 1]. On est dans le cas simple ou I’interversion somme-intégrale est licite.

Elle donne
+oo (_1)k 1
1= Z / x** dx
i—o Koo
Le calcul de I’intégrale est immédiat et on trouve
+oo —1)?
i
= (2n+1)n!

LUy = (;;T% est le terme général d’une suite alternée, décroissante en module et convergente de limite nulle. La regle
spéciale s’applique a la série Y (u). Elle indique que
~+o0

L

k=n+1

< ’un+1‘

Ceci s’écrit exactement

1

| P
=5l S G mms

. . . 2 2
3. Soitx > 0. xz/n — 0 quand n — 400 et il existe donc un rang ng tel que Vn > ng, 0 < £ < % Pour cesn, 1 — % >0et

donc
2
Vn = np, fu(x) =exp (nln <1 - n>>
x2

Le terme dans I’exponentielle équivaut, quand n — +o0, 2 1 X (—7) = —x” et tend donc vers —x°. Par continuité de

I’exponentielle, on a donc f,(x) — e~ quand n — +oo.

.. . 2
Ainsi : (f,) converge simpelment sur Rt vers x — e

4. Par concavité de la fonction logarithme,
Vu>—1, In(1+u) <u
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Soit x € [0, 1] et soit n € N*. x?/n € [0, 1]. Si x?/n € [0, 1] alors (croissance de exp et notre inégalité de concavité)

fn(x) =exp (nln (1 — ]:j)) <e ™

et le résultat reste vrai si x2 /n=10< e dans ce cas).

AinsiVx € [0,1], [fu(x)] <e™

Utilisons alors le théoréme de convergence dominée.
- (fn) est une suite de fonctions continues qui converge simplement sur [0, 1] vers une fonction continue sur [0, 1].
- Vne N, Vxe[0,1], |fu(x)| <e™ etx e est intégrable sur [0, 1] puisque continue sur le SEGMENT.

Le théoreme s’ applique et donne

1 2\ "
I= lim (1 —x>
n—+e J( n

On développe la puissance par formule du bindme et par linéarité du passage a ’intégrale,

. " n 1 2\*
r=am 2 () () @

Le calcul de I’intégrale est immédiat et on trouve
A AN S
I=1 _
s kgo <k> n*(2k+ 1)

Exercice 17 Fonction Gamma
Soit :

oo
:ix— / e tdr
0

—_

Chercher Z I’ensemble de définition de I
Montrer que I est de classe €% sur R
. Calculer I'(1) et I'(2). En déduire que :

w

Je €]1,2[, T'(c) =0

Donner le sens de variation de I puis de T".
Montrer que Vx €]0, oo, T'(x + 1) = xI"(x).

En déduire un équivalent de I'(x) au voisinage de 0.
Montrer que :

SUNCICAN: S

Vx >3, I'(x) > (x—1I(2).

r
En déduire : lim I'(x) puis lim Ix) .
x—Foo Xx—feo X

Correction : On note

flx,r)=r"te

1. 2 =]0,+00].
En +oo:
. 1
f(x7 ) _tg)(z&»oo ﬁ
intégrable en +oo pour toute valeur de x.
EnO:
f(x7t) =~ !

t—0

intégrable en O lorsque 1 —x < 1ie x > 0.
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2. Soit 0 < a < b,on a la majoration :

4.

5.

82
S

e < In*(t)e "1~ sit€]0,1]
S lm?()e Tt sie>1

On pose donc ¢ (ou @, ) cette fonction.
On vérifie que @ est intégrable. En O :

(1) ~ (1)

t—0
~ t%lnz(t)t%_1 =0 (t%_l)
t—0 a—0

intégrable en O car 1 — 5 < 1.
en +ooona: @(t) = 0. (,Lz)
Il reste a rédiger le bilan des hypothéses. On rappelle que la domination concerne que la derniere dérivée. il faut donc
montrer que la fonction et sa premieére dérivée sont intégrable.

 pour x >0, — f(x,1) est €.# et intégrable sur R} (cf ql).

s pourt >0, x — f(x,t) est €2 sur R (ce qui permet de dériver).

e pourx >0,t+— %(x,t) = —In(t)e "t estC.M.

Elle est aussi intégrable puisqu’en 0, on a :

|—In(t)e 't =—In(t)e "+

~ —In(t)r" ! = —In(t)r2r>7!
t—0

=0 (t%_1> intégrable car 1 — a <1
t—0 2

En oo ¢’est clair : |—In(t)e "t | =9, (%2)

e pourx >0, ¢+ ‘;—f (x,t) =1In(t)?e~'t*~! est €. . (on peut ajouter intégrable mais c’est une conséquence directe
de la propriété suivante).

* Pour un segment [a, b] quelconque de R;", On a la majoration :

Vx € [a,b],Vt > 0, In(t)%e "t < @(t)

. In?(r)e 1% sir€]0,1]
¢ In?(t)e "t>"1 sir>1

Cette fonction est bien 6. et intégrable.
D’apreés le thm de dérivation (2x) sous le signe intégral appliqué sur tout segment de |0, 4-0[, on en déduit que I" est €.
De plus,ona:

~+oo
Va > 0,1 (x) = / In(r)2e !
0

. I'(1) = 1 (c’est du cours).

Pour I'(2)il faut faire une ipp (crochet nul par croissance comparée) :

+oo oo
/ te”'dt = / e ldt =1
0 0

Le théoreme de Rolle (dont il faut rappeler les hypotheses) donne alors la conclusion.
I est positif donc I croisant. On en déduit le signe de I" : négatif avant ¢ positif apres
Et donc I" décroissante avant ¢ puis croissante.

REM : question a savoir faire! La fonction I" prolonge la factorielle aux réels.

~+oo
Fx+1)= / rfe”'dr
0
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ipp usuelle :

() =0

donc :
o0
'x+1)= —/ xr* ! (—e™")dt = xI'(x)
0

6. On utilise la relation précédente :

F(x):r(xﬂ) oot

X x—=0 X X

par continuité de I'.
7. On remplace x par x— 1 pourx > 1:

'x)=x—-1I'(x—1)
et donc pour x > 3 :
(x) > (x— 1I(2)

car x— 1 > 2 et I croissante sur [2,+oo[.
8. D’ou I tend vers +oo lorsque x tend vers +oco.
D’autre part :

r —1
PO _ 2= lrg) o 1) e
X X X—> oo

Exercice 18 Soit les fonctions :

R — R R — R
et g'{

. —(1+%)x X
I X —> / X — / e dt
e 0

1. Montrer que f et g sont de classe €' sur R.
2. Montrer que f + g2 est une fonction constante.
3. Calculer lim f(x).

X—>—+oo

oo
4. Montrer que : / e~ ""dt converge et calculer sa valeur.
0

5. En déduire la valeur de I" ( ) puis pour tout entier naturel, la valeur de I’ (n + 5 )
Rappel : 1a fonction I" est :

—+oo
:x— / e dr
0

Correction :
1. Pour f c’est une dérivation sous le signe intégral.

ef(lthz)x2
On pose : u(x,t) = Ty
On calcule :
d
Tz(x,l‘) = —2xe(1H)2

Pour un segment de la forme [—-M, M| C R,ona:

Vx € [-M,M], “3”@,:) =2xe (O Loy
X

ce qui est intégrable sur [0, 1] (car [0, 1] est de longueur finie donc les constantes sont intégrable).
Il reste a faire le bilan des hypotheses :
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o axeRAixé, t — u(x,r) est €. et intégrable (il n’y a aucune difficulté c’est I’intégrale d’une fonction continue
sur un segment).
s are0,1] fixé, t — u(x,t) est €'. Onavu:

(1) = 147

ox

« ax € RAixé, 1— 9(x,1) est €.M.

* Pour tout segment [—M,M] de R, on a la majoration :

<M

Vx € [-M,M], Vt € [0,1], gl;(x,t)

qui est continue par morceaux et intégrable.
On a donc f quiest 6!, et:

1
VxeR, f'(x)= —2x/ e ()2 gy
0

Pour g, on a g est la primitive qui s’annule en O de t — e~"". Donc gest€letg (x)= e .
. onnote ¢ : x — f(x)+ g%(x). La fonction ¢ est de classe !, etona:

Vx €R, ¢'(x) = f(x) +28(x)g (x)
On va travailler sur f’(x) pour vérifier cette relation, pour x € R :

/ — : —(1412)x?
fx)=—2x/[ e dt

0
1
= —2xe_"2/ e~ gy
0

2 t 2
=—2¢ " / e "“du en posant u = rx
0

=2 (x)g ()

Ainsi @ a sa dérivée nulle sur I’intervalle R donc elle est constante.
. C’est le théoreme de convergence dominée a parametre continue. On a la majoration :

ef(l+t2)x2 1

<
1+12

Vx € R, nVr € [0,1], e

Cette fonction est CM et intégrable.
On fait donc un bilan des hypothéses (a compléter), et on a :

1 e—(1+12)x2
Jm f) = lim o
1 e*(lﬂ‘z)x2
= lim | ——— | dt
0 X—foo 1+12

=0
. On calcule ¢(0).Ona:

1
1412

4(0) = 0et/(0) = [

T
dt = arctan(1) — arctan(0) = 2
Comme f est de limite nulle en 4o et que :

VxER, f(x)+g2x) = ]

on en déduit :

>[5

L, T . _
x1_1>r£oo g (x)= 1 © donc XETM g(x)
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5. Onadonc:

en posant t = u” ie u =/t
On vérifie ensuite la relation :

Vx> 0,I(x+1)=xI'(x)
pour conclure par récurrence.
Exercice 19 Soit :

]0,4e0] — R

: too o=l _ p—IX
Bl o [T
0 1

1. Montrer que f est de classe € sur |0, +oo|.
2. Alaide de la dérivée de f, donner une expression de f(x) en fonction de x.
3. Soit m et p deux réels supérieurs ou égaux a 1.

too gmmt _ ,—pt
Calculer / fdt.
0
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