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9 — Espaces vectoriels normés

Extrait du programme

Cette section vise les objectifs suivants :

» généraliser au cas des espaces vectoriels sur K =R ou C certaines notions
(convergence de suites, limite et continuité de fonctions) étudiées en premiere
année dans le cadre de I’analyse réelle, indispensables pour aborder I’étude des
suites de matrices, des fonctions a valeurs vectorielles et du calcul différentiel ;

» fournir un cadre topologique a la convergence des suites et séries de fonctions.

Le but de ce chapitre est d’étudier la topologie pour des espaces vectoriels normés
quelconques.
La lettre K désigne le corps (R ou C) et la lettre E désigne un K espace vectoriel.

I Normes et distances
I.1 Définition
Définition 1.1 Une Nnorme sur E est une application N :

E — R*
N'{ x — N(x)

qui vérifie :

VxeE, N(x)>=0 positivité
Vx€E, N(x)=0<= x=0 séparation
Y(x,y) € E*, N(x+y) <N(x)+N(y) inégalité triangulaire ou sous-additivité
Vx e E.;VA €K, N(Ax)=|A|N(x) homogénéité

On dit alors que (E,N) est un espace vectoriel normeé et pour x € E, on dit
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que N(x) est la norme de x.
Un vecteur est dit unitaire si sa norme est égale a 1.

% Si F estun SEV de E, alors N est aussi une norme sur F c¢’est la norme induite.
Dans I’homogénéité, c’est la valeur absolue ou le produit scalaire.

+# Cas d’un produit scalaire associé

Proposition I.1 Si E est un espace préhilbertien réel, ie muni d’un produit scalaire,
alors I’application :

N:x— |jx|| = v<x,x>

est une norme.
C’est la norme associée au produit scalaire.

Démonstration. En effet, les premieres propriétés découlent directement de la définition
d’un produit scalaire :

Vx€E, N(x)=+/<x,x>2>0
VXEE,N(x)=0 <= <x,x>=0 < x=0
Vx € E\VA € K,N(Ax) = /< Ax,Ax > = /A2 < x,x > = |A|N(x)

Si maintenant on considére (x,y) € E2, alors on a :

N(x+y) SN@)+N(y) <= (N(x+y)’ < (Nx) +N(©))°
= N(x)*+2 <x,y > +N(y)> <N(x)*+2N(x)N(y) +N(y)*
— <x,y ><NX)N(y)

Cette propriété est vraie en d’aprés Cauchy-Shwarz :
<xy><[<xy>[<N@N(y)
Ainsi, on a bien I’'inégalité triangulaire :

N(x+y) <N(x)+N(y)

On peut aussi dans ce cas chercher 1’égalité dans 1’inégalité triangulaire.

Proposition 1.2 Soit E un espace préhilbertien réel et N la norme associée. Soit
(x,y) € E2, alors :

N(x+y)=N(x)+N(y) <= A >0, x=Ayouy=Ax

On dit que x et y sont positivement liés.
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Démonstration. Soit (x,y) tel que 1’on ait si N(x+y) = N(x) +N(y), alors en reprenant
la démonstration précédente, cela donne :

<x,y>=|[<x,y>|=N(x)N(y)

On a donc égalité dans Cauchy-Shwarz et donc les vecteurs x et y sont liés et égalité
< x,y >=| < x,y > |, ce qui signifie qu’ils sont positivement liés (colinéaires dans le
méme sens) :

A eRT, x=Ayouy=Ax.

Rp) Ainsi, pour démontrer I'inégalité triangulaire, on a besoin de I’inégalité de
Cauchy-Shwarz. Dans un exercice qui consiste a démontrer qu’une application
est une norme, si on n’arrive pas a faire I’inégalité triangulaire, il peut étre parfois
intéressant de déterminer si un produit scalaire est associé.

% On rappelle alors que 1’on peut retrouver le produit scalaire a partir de la norme
avec les égalités de polarisation :

1
<xy>=7 (I = v =7

1 Une norme peut étre associée a aucun produit scalaire !

Précisément, on peut démontrer qu'une norme sur R” est associé a un produit
scalaire si et seulement si elle vérifie I’inégalité du parallélogramme :

2 2 2 2 2
V(u,v) € E%, [lu+v]*+ llu—vlI* =2 (lull* + [Iv]}*)

Si elle vérifie cette propriété, alors le produit scalaire est donné par 1’égalité de
polarisation.

.2 Normes usuelles sur K"

Proposition 1.3 — Normes usuelles sur K. Soit % une base de K"
Les applications suivantes sont des normes :

[lloo s % = (X1, -+, %n) 2 = max |x;| norme infinie
i€[1,n]
n

-l x = (xty e Xn) g — Y il norme 1

i=1

Dans R”, on peut ajouter la norme euclidienne :
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qui est associé au produit scalaire :

<X,y >:<(X17~--,Xn)g@,()’17 7yn 93 leyl

Pour ce produit scalaire, 1a base 4 est orthonormée.
Dans C", on peut proposer la norme suivante :

2 :x = (x1,...,x,) € C" —> Z\x,]z

qui ne dépend plus d’un produit scalaire.

% Ces normes dépendent de la base ! En fait, on devrait noter ||x||Z.
La norme euclidienne n’a un sens que dans R” (pas de produit scalaire dans C").
Pour la norme infinie : ¢’est le maximum d’un nombre fini de valeurs !

Démonstration. Commencons par la norme infinie.

Vx € K", ||x]| =0 évident
Si on considere x € K" tel que ||x||. = 0 alors

Vie[l,n], x;=0

et donc x =0.
Si on considére x € K" et A € K, alors :

[Ax]|eo = max (|Axi[) = [A] max (|x;]) = [A4]]|x]]
i€[1,n] i€[1,n]

)

Soit maintenant x et y deux vecteurs de K”, on a alors :
Vi€ [Ln], bi+yil < lxif +[yil < [lxlleo +[[ylle-
En considérant le i qui réalise le maximum, on obtient :

max x; +yi| < [[¥lle +[lyll etdone flxtylle < [xfleo+ ¥

On en déduit que ||-|| est une norme.
Pour la norme 1.

Vx e K", ||x][; =0 évident

Si on considere x € K" tel que ||x||; = 0 alors

™M=

|x;] =0 etdonc Vi € [1,n], x; = 0 car c’est une somme de termes positifs

i=1

et donc x = 0.
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Si on considere x € K" et A € K, alors :
n n
[Ax[1 = Y [Axi| = [A]Y il = |A]flx]]s
i=1 i=1

Considérons maintenant x et y deux vecteurs de K", on a alors :

n n

n
be+ylle =} b+ il < lez|+2\yz < el 4yl
i=1 =1 i=1

zN 7

Pour || H2 dans R”, le resultat a déja été vu : c’est la norme associée au produit
scalaire.

Pour ||-||2 dans C", on peut déja remarque la propriété suivante : pour (xp,...,x,) €
C",ona
H(xlv"'7xn)H2 = H(|X] ’V"?‘anHZ

cette derniere étant la norme euclidienne sur R”.
A partir de 1a, on démontre facilement, que si (xj,...,x,) € C",ona:

1Gers - x)ll2 = (il bal) ]2 > 0

avec égalité si et seulement si x = 0. De plus, si A € C, alors :

1A= Gersesn) [l = (1A, Ax ) 12
=[[(1A1x1], - 1A Fxal)12
=AM xls - bl = (A2 - ey x) |2
Pour I’inégalité triangulaire, on a
n

eyl =4 X i+ yif?

i=1

n
<y X (il + yil)?

i=1
on reconnait ici la norme euclidienne de 1’élément de R” :
(’xl | + b’l |7 ) ’xn‘ + ’yn‘)

On peut donc appliquer I'inégalité triangulaire dans R" :

-+l <ﬁ<w ﬁ il

< el =+ {11

% On peut démontrer que la norme infinie et la norme 1 ne sont pas associées a un
produit scalaire.
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% Autres normes usuelles
Sur .#, ,(R), on a les mémes normes usuelles que R"”. Pour M € .#, ,(R), on
peut définir :

1M1}y *ZZ‘mu‘ [M]]2 =

i=1j=

Mo =~ max |m]

(i) €[la] x[1,p]

Dans le cas de .#, ,(C), la norme 2 est :

elle n’est plus associée a un produit scalaire.
Dans le cas ou n = p et ou on se place dans R, on a une autre expression de la
norme a I’aide de la trace :

VM € M(R), [|M|]2 = /Tr(MTM)

Pour les fonctions continues sur [a, b], on a une généralisation des normes précé-
dentes. Pour f € €¢([a,b],R) :

b b
Il =[C1f0lde =) [ £0d = sup 1£0)]

t€a,b]

1.3 Propriétés

Proposition 1.4 Soit (E,N) un espace normé, on a alors |'inégalité triangulaire
renversee :

V(x,y) € E*, IN(x) =N(»)| < N(x—)

et I'inégalité triangulaire généralisée :

v('xl:"'?-xﬂ)eEna V(l],.. ) EK” <Z)Lxl> gz‘kl“\,('xl)
i=1

Démonstration. On a déja vu la démonstration de I’inégalité triangulaire renversée :

N(x) KN(x—y)+N(y)ie N(x) =N(y) <N
et de méme N(y) —N(x) <N
D’ou :
IN(x) =N(y)| <N(x—y)

La deuxi¢me se démontre par récurrence.

% L’inégalité triangulaire renversée est trés importante.
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|.4 Distance

Définition 1.2 On appelle distance sur un ensemble non vide X toute application d
de X? dans R* vérifiant :

V(x,y) € X?, d(x,y) 20 positivité
V(x,y) € X2, d(x,y) =d(y,x) symétrie
Y(x,y,2) € X3, d(x,2) < d(x,y) +d(yz) inégalité triangulaire
V(x,y) €X?, d(x,y) =0 < x=y axiome de séparation

(X,d) est alors un espace métrique

= Exemple I.1 Soit

1 six=y

d:(x,y)H{

0 sinon

On peut vérifier que d est une distance (qui ne provient pas d’une norme). "

Proposition 1.5 — Distance associée @ une norme. Soit (E,N) un espace vecto-
riel normé.
Soit N une norme sur £, on définit alors :

d:(x,y) = N(x—y)
I’application d est alors une distance, ¢’est la distance associée a la norme.

Démonstration. Clairement :

V(x,y) € E?, N(x—y)=0

V(x,y) €E*, N(x—y) =N(y—x)

V(x,5,2) EE’, N(x—2) =N ((x—y)+(y—2)) <N(x—y) +N(y—2)
V(x,y) € E?, Nx—y)=0 < x=y

On a donc trois niveaux : le niveau espace métrique (pour lequel il n’y a que la
distance), le niveau espace normé (pour lequel il y a une norme et une distance) et
le niveau espace euclidien (pour lequel il y a un produit scalaire, une norme et une
distance).

Boules et sphéres

On considere (E,N) un espace normé et d la distance sur E associée a N.

Définition 1.3 — Boules ouvertes et fermées, sphéres. Soit a un élément de E et
r un réel positif.
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La boule fermée de centre a et de rayon r est I’ensemble :
By(a,r) :{x € E’d(x,a) < r}
:{x € E’N(x—a) < r}
La boule ouverte de centre a et de rayon r est I’ensemble :
B,(a,r) :{x € E‘d(x,a) < r}
:{x € E‘N(x—a) < r}
La sphére de centre a et de rayon r est I’ensemble :
S(a,r) :{x € E‘d(x,a) = r}
:{x € E‘N(x—a) = r}
= Exemple 1.2 Dessiner les boules unités pour les différentes normes de R?. "

Rp) On parle aussi de cercle et de disque dans le cas de la dimension 2.

.6 Partie convexe
Définition 1.4 — Partie convexe. Une partie A de E est dite convexe si

Y(x,y) €A%, Vre[0,1], tx+(1—t)y €A
% Cela revient a dire que pour tout couple (x,y) de vecteurs de A, le segment [x, y]
est inclus dans A.

Il faut faire le lien entre zx+ (1 —¢)y et le barycentre de (x,7) et (y, (1 —1)).
Interprétation sur le dessin.

I Proposition |.6 L’intersection de deux parties convexes est une partie convexe.

Démonstration. Soit A et B deux convexes, soient x et y deux éléments de AN B et
t€0,1],onaalorstx+ (1 —t)y € ANB. [ ]

Proposition 1.7 Soit (E,N) un espace vectoriel normé.
Une boule (fermée ou ouverte) est alors une partie convexe.

Démonstration. On traite le cas de la boule fermée.
On consideére deux éléments (x,y) vérifiant d(x,a) < retd(y,a) <rett €]0,1].



Il Suites d"un espace vectoriel normé 11

On a alors :
d(tx+ (1 —1)y,a) =N ((tx+ (1 —1)y) —a)
=N (t(x—a)+(1-1)(y—a))
SN (t(x—a)) +N((1—1)(y—a))
<IN(x—a)+(1—t)N(y—a)
<td(x,a)+ (1 —1)d(y,a)
<tr+(1—=t)r=r

.7 Partie bornée, suite bornée et fonction bornée

Il
I.1

Définition 1.5 Soit (E,N) un espace normé.
On dit qu’une partie A de E est bornée si elle est incluse dans une boucle de
centre 0. Cela revient a dire :

M eR, VacA, Na) <M

On dit qu’une application d’un ensemble quelconque Q dans E est bornée si
son ensemble image f(€) est une partie bornée de E. Cela revient a dire :

IMER, VxeQ, N(f(x)) <M

En particulier, une suite (u,),cn est dite bornée si {un
bornée de E. Cela revient a dire :

neN } est une partie

IMeR, VneN, N(u,) <M

% La réunion, I’intersection de deux parties bornées est bornée. Si une partie est
incluse dans une partie bornée, alors elle est bornée.
On peut prendre inférieur ou égal ou inférieur strict dans la définition.

On note #(Q, E) I’ensemble des applications bornées. Dans cet ensemble on
peut définir la norme :

11l = sup (N(/()))

xX€Q

C’est une norme sur Z(Q, E). C’est la norme de la convergence uniforme.

Suites d’un espace vectoriel normé
Convergence

(E,N) est un espace vectoriel normé.
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Définition 1.1 On dit que la suite (u,),cn d’éléments de E converge vers le
vecteur / € E si la suite réelle N(u, — ) converge vers 0.
Cela revient a dire :

Ve>0,INeN,VheN, n>N = d(u,,l) <€
Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

Notation IL.1. Le vecteur | est appelé limite de la suite (u,) et on note bien sir

lim u, = 1.
n—oo

Comme pour les suites réelles, on doit normalement n’utiliser cette notation que
lorsque ’on sait que la suite converge.

% On peut donc écrire :

limu, =1 <= lim N(u,—1)=0
n—soo n—soo

Ainsi la convergence de la suite (u,),cn de vecteurs de E vers le vecteur /, revient
a la convergence de la suite de réels ( N(u, — 1 )) vers 0.
neN

Proposition 1.1 Si une suite (u,) de E converge vers un vecteur /, alors le vecteur /
est unique.

Démonstration. Reprendre mot pour mot la démonstration de premiere année :on
suppose qu’il y a deux limites [ et /', et on applique la définition avec € = %N (1-1).
A partir d’un certain rang N :

N(—1") <N(l—uy) +N(uy —1)
2
<EN(I-T

N1
D'ouN(I-1I')=0etl=1. [ ]
= Exemple II.1 On peut donc dire :

i 1

la suite de matrices ( ej n > converge vers I,

e 141

n

a condition de définir d’abords la norme sur I’ensemble des matrices.
Par exemple la norme euclidienne associée 2 (A, B) = Tr(ATB) ou la norme infinie.

= Exemple 1.2 On retrouve la convergence uniforme d’une suite de fonction sur un
intervalle I en utilisant la norme

1fllee = sup | £ (x))|
x€l

La suite de fonction f,, converge vers f si et seulement si la suite de réels || f;, — f||
tends vers 0. "
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La convergence dépends a priori de la norme choisie ! On va voir que dans le cas de
la dimension finie, la convergence ne dépends pas de la norme.

1.2 Propriétés

Proposition I1.2 Si une suite (u,) de E converge vers un vecteur /, alors la suite (uy,)
est bornée.

Démonstration. Reprendre mot pour mot la démonstration de premicre année : a partir
d’un certain rang N (u,) vérifie :

Vn>=N, N(u,) <N(I)+1
Il reste a poser :
M =max (N(l)+1,N(up),...,N(un—1))
pour avoir :
VneN, N(u,) <M
|

#* Suites extraites
Définition 11.2 — suite extraite. Si (u,) est une suite, une suite extraite est une
suite de la forme (u(p(n)) ou ¢ : N — N est strictement croissante.

Les exemples classiques sont les suites de rangs pairs et impairs (u2,) et (u2,+1).

% Un lemme important a retenir est que Vn € N, ¢(n) > n ce qui se démontre par
récurrence.

Proposition I1.3 Toute suite extraite d’une suite convergente de E est convergente
vers la méme limite.

Démonstration. Reprendre mot pour mot la démonstration de premiere année : On
suppose lim(u,,) = [, et en utilisant Vn € N, @(n) > n, on obtient : lim (i) ). [ |
neo noo

# Normes équivalentes
Le résultat important de cette partie est le suivant :

Proposition 1.4 En dimension finie, la convergence d’une suite et la valeur de sa
limite ne dépendent pas du choix de la norme.

Ce résultat est faux en dimension infinie ! ‘

» Exemple I1.3 Si on considere la suite de fonction fj, : # — nt" définie sur [0, 1], alors
ona:

! n
VneN = [ nt"dt=—— <1
neN, 4l = [ nrdi= 2



14 Espaces vectoriels normés

mais :
VneN, |fulle=n

La suite (f,) est donc bornée pour la norme 1 mais pas pour la norme inifnie. "

Définition 1.3 — Normes équivalentes. Soit E un espace vectoriel N et ||-|| deux
normes sur E.
Ces deux normes sont dites €équivalentes si :

3(at,B) € (RY)?, Vx € E, allx| < N(x) < B|x]

Proposition I1.5 La propriété « étre équivalente » est une relation d’équivalence sur
I’ensemble des normes.

Démonstration. Réflexivité : La norme N est équivalente a elle-méme (il suffit de
prendre a = 3 = 1).
Symétrie : Supposons N et ||-|| équivalentes, avec : Vx € E, o||x]| < N(x) < Bx]|.
On a alors :

1
Vx € E, =N(x) < |lx]| <

B

donc N et ||-|| équivalente,
Transitivité : Supposons N et |-

N(x)

QRI~

équivalentes, et ||-|| et ||| - ||| équivalentes avec :

Vx € E, ax|| <N(x) < Bl
all[x[|] < [l < |]x]]]
alors clairement :

vx e B, aal|lx||| < N(x) < bB||}||

D’ou N et ||| - ||| sont équivalentes. [ ]

Extrait du programme :
La comparaison effective de deux normes n’est pas un objectif du programme.
On se limite en pratique a des exemples élémentaires.

Démontrons que les trois normes usuelles dans R” sont équivalentes.
Proposition 1l.6 On a I’inégalité :

Vx €K, [lxfle < [Ix]l1 < Vallx]l2 < x|

Démonstration. Soit x = (x,...,x,) € K"
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Déja:
[|xlee =max (|x1],-- ., |xa|)

n
<X bl = llxl

i=1

On note g la valeur +1 ou —1 telle que |x;| = gx; et € = (€1,...,&).

On a alors :
n n
Il =Y bl =) ex
i=1 i=1
= (x,€) pour le produit scalaire usuel
<Jlelf2]|x]|2 Cauchy-Shwarz

=v/nllx|2

Enfin :

lxll2 = X

\/nHX\2 = v/n|x]

% La relation :

Vx € R?, [xfe < I/l < 2[J]J

peut se voir comme une inclusion de boule (dessiner les boules correspondantes).
de méme pour :

Vx € R?, [lxlleo < flxll2 < V2]l

Proposition 1.7 SiN et ||-|| sont équivalentes, alors toute suite (u,) qui converge vers
[ pour la norme N, converge également vers / pour la norme ||-|| et réciproquement.

De méme, si la suite (u,) est bornée pour la norme N, alors elle est bornée pour
la norme ||-||.

% Ainsi, si deux normes sont équivalentes, alors les suites convergentes sont les
mémes.
En conséquence, pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes, on peut
chercher une suite qui converge pour une norme et non pour I’autre. (ou qui est
bornée pour une norme et non pour I’ autre).

Démonstration. On sait :

Vx € E, olx|| < N(x) < Bx|
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On remplace x par u, — [, ce qui donne :
VneN, a|lu, —1|| < N(up—1) < Blu, —

Le résultat est alors évident.
Le deuxiéme se démontre avec :

Vn e N, allu| <N(un) < Bllun|

I Proposition 1.8 En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration. ADMIS conformément au programme |

% On obtient bien le résultat : en dimension finie, la convergence d’une suite et sa
limite ne dépends pas de la norme choisie. Les normes 1, 2 et co dépendent de la
base choisie, mais lorsque I’on change de base, on a une norme équivalente.

# Convergence des suites de coordonnées
On se place dans le cas de la dimension finie.

Proposition 1.9 Soit (E,N) un K-espace vectoriel normé de dimension finie. et
% = (e1,...,ep) une base de E et (u,) une suite de E.
On note :

P
VneN, u, = Z Up k€
k=1

On dispose ainsi de p suites : la suite (1, ), est la suite des k-ieme coordon-
nées de (uy).

On a alors : La suite (uy),en est convergente si et seulement si pour tout k €
[1, p] 1a suite (u, k), converge.

Ainsi, ’étude la convergence d’une suite de vecteur peut se faire en étudiant
la convergence des suites de chaque coordonnées (dans une base quelconque).

De plus :
p
lim u, = lim wu, e
H—too kg’ln—H-w nkCk

Autrement dit les coordonnées de la limite sont les limites de chacune des
coordonnées.

Démonstration. On suppose que lim,u, =l etonnote [ = (I1,...,1,) 4.
On considere k € [1, p]|, on a alors ||u, — || = 0, or on sait :

VneN, |upr— k| < ||un — 1|

donc limy,e up, . = I. Ainsi, les suites des coordonnées convergent vers les coordonnées
de la limite.
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On suppose maintenant que toutes les suites de coordonnées converge. On note [ la
limite de la suite (u,) et/ = (Iy,...,l,) ,. On veut donc démontrer que (u,) converge
vers /.

On considere la norme 1 eton a :

14
itw =1l =Y ttnge — Ll
k=1

Comme chaque terme tends vers 0, la somme des p termes tends vers 0, et donc
lim, u, = 1.
Ainsi, la suite (u,) converge vers .

Il Topologie d’un espace vectoriel normé

On considere (E,N) est un K espace vectoriel norméet A une partie de E.

* Equivolence topologique avec K”
Pour commencer on montre que 1’étude topologique de (E,N) de dimension finie
se ramene a celle de K” muni d’une norme :

Proposition .1 Soit (E,N) un K espace vectoriel normé de dimension finie, 8 =
(e1,...,e,) une base de E.
On considere 1’application :

(p'{ E — K"
Tl x=(x, X)) (X, X)

Cette application permet d’identifier E et K” (une fois choisie la base #). C’est
une bijection.
Considérons alors I’application :

o K" — Rt
N'{x—(xl,...,xn) — N((pfl(x)):N((xl,...,xn):@)

Cette application est une norme sur K”.

% En pratique, ce résultat théorique assure que 1’on peut identifier I’espace vectoriel
normé (E,N) avec K" muni de la norme ci-dessus. Ainsi, toute propriétés sur
des parties / des éléments de E pourra étre démontré sur les parties / les éléments
de K" correspondant. Et réciproquement.

On pourra par exemple montrer qu’une partie A de E est ouverte en montrant que
la partie A de K” associée est ouverte.
On peut ainsi systématiquement se ramener a K".

Démonstration. 1l faut vérifier les propriétés.
Vx e K", N(x) >0 évident.

D’ou la positivité.
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Soit maintenant x € K”, tel que N (x) =0, alorsona:

N(¢~'(x)) =0donc ¢ '(x) =0

etdonc x =0 car @~ ! est bijective.
D’ol N est définie positive

—_—

Vx e K", N(Ax) =N ((pfl(lx)) =N(Ao ' (x))
=[N (¢~ (x)) = [A|N(x)

D’ob N est homogene.
Si on considere (x,y) € (K”)?, alors on a :

D’ou I’inégalité triangulaire. |

I1I.T Parties ouvertes

Définition 1ll.1 — Point intérieur, intérieur, partie ouverte. Soit E un espace
vectoriel normé et A une partie de E.
On dit qu’un point a de E est un point intérieur a la partie A lorsque :

dr >0, B,(a,r) CA

Autrement dit : il existe une boule de rayon non nul centrée en a incluse dans la
partie A.

L’I'intérieur de A est I’ensemble des points intérieurs.

On dit que la partie A est une partie ouverte de E lorsque tous les points de A
sont des points intérieurs a A.

o

Notation IIL.1. L’intérieur est noté A. Donc A est ouvert si et seulement si A = A.

% A C A avec égalité si et seulement si A est ouvert !
Dire que a est un point intérieur de A signifie que a € A et que si on zoome
suffisamment sur a, alors tout ce qui est autour de a est dans A. Lorsqu’on zoome
suffisamment sur a on ne voit plus I’extérieur de A.
Cela signifie que pour les propriétés locales (continuité, dérivabilité, etc), tout se
passe comme si on ne sortait pas de A.
On va le voir au chapitre suivant, mais si une fonction est définie sur un ouvert,
alors cela a du sens de parler de la dérivée de cette fonction : en tout point, elle
est définie autour de ce point.
On peut aussi dire que sia € A, alors si on perturbe a un tout petit peu, alors on
reste dans A.
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% A priori la notion d’ouverts dépends de la norme (puisque la boule est prise pour
une certaine norme). Mais si deux normes sont équivalentes, alors les ouverts
pour les deux normes sont les mémes car dans ce cas, la valeur du rayon r de la
définition dépends de la norme, mais pas son existence.

En particulier lorsque E est de dimension finie, la notion de partie ouverte ne
dépends pas de la norme choisie.

Notons aussi que dans la définition on peut aussi prendre une boule fermée,
puisque :

,
By (a, 5) C B, (a,r)

% On devrait parler d’ouverts de E : en effet, si A C E et A C F, on peut avoir A
ouvert dans £ mais pas dans F'. Etre ouvert est une propriété relative a 1’espace
choisi. Ex : dans RZ, si on consideére :

A= {(x,0)|x €lo, 1[} =10, 1[x {0}
F = Vect((1,0))
alors A est ouvert dans F mais pas dans R
En pratique et conformément au programme, on se place systématiquement dans

le cas ol la partie A est considéree comme une partie de I’espace E entier et donc
« A est un ouvert » signifie : « A est un ouvert de E ».

= Exemple Ill.1 Faire des exemples avec des intervalles ou des parties de R. "
m Exemple 1ll.2 L’ensemble des matrices symétriques n’est pas un ouvert. "

= Exemple lll.3 L’ensemble des matrices diagonalisables n’est pas un ouvert, puisque
par exemple la matrice :

wo=(3 )

n’est pas diagonalisable, mais est arbitrairement proche de I, (qui est diagonalisable).

. 1 0 o . . .
Par contre, la matrice A = < 0 2) est dans I’intérieur des matrices diagonalisables.

= Exemple lIl.4 L’ensemble des matrice de GL,(R) est un ouvert par continuité du
déterminant. "

= Exemple 11I.5 Faire des exemples avec les matrices, les polynomes. "

I Proposition lll.2 Toute boule ouverte est ouverte.

Démonstration.

p) On fait volontairement ici la démonstrations en utilisant uniquement la définition.
Avec les résultats a suivre sur la caractérisation séquentielle des fermés et les
fonctions continues, ce résultat se démontrera en une ligne.
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Soit x € E et r > 0 montrons que B, (x,r) est ouverte.
Pour cela, on considére a € B, (x,r), on note p = 3 (r—N(a—x)), et on montre
que :

By(a,p) C B,(x,r)
En effet, si z € B,(a,p), alors :
N(z—x) <N(z—a)+N(a—x)

<p+N(a—x) = %(F—N(a—x)) <r

Partie fermée

Définition IIl.2 — Point adhérent, partie fermée. Un point a de E est dit point
adhérent a la partie A si :

Vr >0, By(a,r)NA#0Q

L’adhérence de A est I’ensemble des points adhérents.
La partie A de E est dite fermée si elle contient tous ses points adhérents.

Notation IIL2. L’adhérence de A est noté A. Ainsi A est fermé si et seulement si A C A.

% Un point de A est adhérent 2 A, on a donc : A C A avec égalité si et seulement si
A est fermé.
Un point de A est adhérent 4 A si on ne peut pas le séparer de A : on ne peut pas
zoomer suffisamment pour voir a sans voir un petit bout de A.
La notion de partie fermée dépend a priori de la norme, mais si deux normes
sont équivalentes, les parties fermées pour les deux normes sont alors les mémes.
C’est en particulier le cas en dimension finie.

= Exemple 1.6 Faire des exemples avec des intervalles et des parties de R?. "

m Exemple 11l.7 Si A est une partie de R non vide et majorée, et si s est la borne
supérieure, alors s est adhérent a A. En effet, on sait que pour tout € > 0, il existe x € A,

vérifiant d(s,x) < €. .
= Exemple lll.8 Ona: Q =R, ce qui est une traduction de Q est dense dans R.

On peut montrer que : Z = Z. "
m Exemple 11l.9 Les singletons sont des parties fermées. "

Proposition 111.3 La boule fermée est fermée.
Tout point de la sphere est adhérent a la boule ouverte.
L’adhérence de la boule ouverte est la boule fermée.
La sphere est fermée.

Démonstration.
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p) On fait volontairement ici ces démonstrations en utilisant uniquement la défini-
tion. Avec les résultats a suivre sur la caractérisation séquentielle des fermés et
les fonctions continues, ces résultats se démontreront en une ligne.

Considérons x € E et r > 0. Montrons que la By(x, r) est fermé.

Soit a & By(x,r) ie que N(x —a) > r. On considere alors la valeur p = N(x—a) —r.

On a p > 0. Montrons que B,(a,p) NBs(x,r) = 0. En effet, soit y € B,(a,p) N
By(x,r), alorsona :

d(a,y) <petd(x,y)<r
donc :

d(a,x) <d(a,y) +d(y,x) <p+r<d(x,a)

ce qui est une contradiction. Ainsi : B,(a,p) NBy(x,r) =0 et donc a € By(x,r).
On peut donc dire :

VacE, a¢ By(x,r) = a ¢ By(x,r)
par contraposé, on obtient :

Vac E, aem => a € B¢(x,r)
Ainsi :

By (x,r) C By(x,r)

et Br(x,r) est fermé.

Pour le deuxieme point, considérons S la sphere de centre x et de rayon r et un point
a € S. Montrons que a est dans 1’adhérence de B, (x,r).

Soit p > 0, on doit montrer que B,(a,p) NB,(x,r) # 0.

On suppose p < r sinon il n’y a rien a démontrer.

Pour cela, on pose :

P P
o e NP T3
y=x+ (a x)—zrx—l— a

On a alors :
p

r—s5 p
N — = 2 =r7r——<<
(y—x) . r=r 5 r

Ainsi y € B,(x,r). On a aussi :
P P

N(y—a)zﬂx—ga
PP
= Fma =5 <p

Ainsi, y € By(a,p).
Ainsi, tout point de la sphere est adhérent a la boule ouverte.
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L’adhérence de la boule ouverte contient alors la boule ouverte et la sphere et donc
contient la boule fermée. On a donc :

Bf(x,r) C By(x,r)

Considérons maintenant un a € B, (x,r), on sait alors que :
Vp >0, By(a,p)NBy(x,r) #0

Par I’absurde, on suppose qu’il existe a ¢ By(x,r), donc N(x —a) > r, on pose alors
p = 3 (N(x—a) —r). Et on vérifie rapidement que :

B,(a,p)NB,y(x,r) =0
En effet, si z € B,(a,p) NB,(x,r), alorson a :
N(z—a)<p et Nx—a)<r
Donc :

N(x—a)<p+r= 1(N(x—a)—i—r) <N(x—a)

2
contradiction. Ainsi, z n’existe pas, donc B,(a,p) NB,(x,r) =0 et donc : a € By(x,r)
avec au final, I'inclusion réciproque qui donne : Bf(x,r) = B, (x,r). [

1 Le contraire de ouvert n’est pas fermée : certaines parties peuvent étre ni ouverte,
ni fermée (exemple avec les intervalles de R).

Certaines peuvent étre les deux (0 et E)

+* Caractérisation séquentielle

Proposition 11l.4 — Caractérisation séquentielle des points adhérents. Un
point a de E est adhérent a une partie A de E si et seulement si il existe une suite
d’éléments de A convergeant vers a.

Démonstration. Soit a adhérent a A, en prenant r = % dans la définition, on obtient :

1
VneN, Ix, €E, x, €Aetd(xy,a) < —
n

Ainsi la suite (x,) est une suite d’éléments de A convergeant vers a.
Supposons maintenant que 1’on dispose d’une suite (x,) d’éléments de A conver-
geant vers a. On a alors par définition de la convergence :

Vr>0,3dneN, dx,,a)<r
ainsi, x, € B,(a,r) NA et ainsi : B,(a,r) NA # 0, on peut donc écrire :

Vr >0, B,(a,r)NA#0.
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Corollaire lIl.5 En particulier, A est fermé si et seulement si pour toute suite (a,)
d’éléments de A qui converge vers un élément a, on a a € A. Autrement dit, une
partie est fermée si et seulement si elle contient toutes les limites des suites de ces
éléments.

Démonstration. Supposons A fermé et soit (a,) une suite d’élément de A convergeant
vers un élément a. On a alors par définition a € A, et donc a € A.

Réciproquement, supposons que pour toute suite (a,) une suite d’élément de A
convergeant vers un élément a, on a a € A. Considérons a € A, un point adhérent alors
il existe une suite (a,) d’éléments de A qui converge vers a, et donc a € A, ainsi A C A
et donc A est fermé. |

% C’est la caractérisation a avoir en téte : elle permet de comprendre cette notion
d’adhérence.
On peut ainsi redémontrer que la boule fermée est fermée : si une suite (uy,)
vérifie N (u, —x) < r, et (u,) converge vers [, alors N(I —x) < r.
De méme, on montre que la sphere est fermée.
On retrouve aussi que 1I’adhérence de la boule ouverte est la boule fermée.
Le principe est que les égalités et les inégalités larges passent a la limite.
On peut aussi retrouver des résultats du type si A C B, alors A C B.

» Exemple IIl.10 Montrer que A3(R) est un fermé de .3 (R). .
Propriétés

Proposition Ill.6 Soit A une partie de E, et C4 sont complémentaire dans E.
Alors la partie A est fermé si et seulement si la partie Cy4 est ouverte.
De méme, A est ouvert si et seulement si C4 est fermé.

Démonstration. Commencons par une remarque : pour deux parties U,V de E quel-
conques, ona:

non (U CV) s’écrit: UNCy #0
Sur un dessin c’est facile, cela se démontre en écrivant :

non (VxeU,xeV)est :3xcU,xeCy
ouencore : UNCy # 0

Supposons que A est fermé.
On sait donc que : A C A, ce que I’on peut écrire pour un x quelconque dans E :

xEA = x€A

ce qui s’écrit aussi en remplacant par la définition de 1’adhérence :
(Vp >0, By(x,p)NA#0) — x€A

On prend la contraposée :

x€C4 = non (er)
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ou avec la définition :
x€Cy = non (Vp >0, B,(x,p)NA#0)
on utilise alors les techniques de négations :

non (Vp >0, B,(x,p)NA #0)
s’écrit :3p > 0, non (B,(x,p) NA # 0)

avec la remarque ci-dessus :
dp > 0,B,(x,p) C Ca
Ainsi,ona :
x€Cy = dp > 0,B,(x,p) CCy
On reconnait la définition de x € éA s ainsi :
xeCy = xeCy

etdonc C4 C COA, ce qui signifie que Cy4 est ouvert.
On a donc démontré que si A est fermé alors son complémentaire Cy4 est ouvert.
Supposons maintenant que A est ouvert, et en fait on va procéder de méme : on
sait que A C A, ainsi :

x€A = 3p >0,B,(x,p) CA
en prenant la contraposé :
Vp >0, non (By(x,p) CA) = x€Cy
en utilisant le fait que la négation de U C V est U NCy # 0, cela donne :
Vp > 0,B,(x,p)NCy #0 —> x€Cy
ce qui se note aussi :
XECy = x€Cy

ou encore C4 C Cy.
On peut donc dire que Cy est fermé. Au final, on a démontré que si A est ouvert
alors son complémentaire C4 est fermé. |

Définition 111.3 — frontiére. Soit A une partie de E. On définit alors la frontiere
de A, noté .#,, comme : F4 =A\ A

% On a clairement :
AcCACA.
OnaaussisiACB:
ACBetACB
On peut démontrer cela avec la caractérisation séquentielle ou directement avec
la définition.
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+ Stabilité par union et intersection

Proposition IIl.7 Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert, une intersection
finie d’ouverts est un ouvert.

Une intersection quelconque de fermés est un fermé, une réunion finie de fermés
est un fermé.

Démonstration. Soit (0;),.,; une famille quelconque d’ouverts.
Montrons que U O; est ouvert.
iel
Pour cela, on considere donc x € U 0;
On sait alors qu’il existe un iy tellzlue x € O;,. Comme O, est un ouvert, il existe
un r > 0, tel que B, (x,r) C O;,. Ainsi,

B,(x,r) C U O;

icl

ce qui signifie que x € U O;, comme x est quelconque, cela signifie que U O; est ouvert.
iel iel
Soit maintenant (0;));c[1,,) une famille finie d’ouvert. Montrons que ﬂ O; est fermé.
iel
Pour cela, on considére donc x € ﬂ O;. On sait alors que pour tout i € , x € O;, donc il
i€l
existe un r; > 0, tel que B, (x,r;) C O;.
On pose alors ¥ = min;¢; r;. Comme c¢’est le minimum d’un nombre fini de valeurs
strictement positive, on a r > 0.
De plus,

Vi e [1,n], By(x,r) C By(x,r;) C O;
Ainsi :
Bo(xa I") - 001
iel

Donc comme précédemment, x € ﬂ 0;, et ﬂ O, est ouvert.
i€[1,n] i€[1,n]
Pour les fermés, on pourrait faire le méme raisonnement.
On préfere ici raisonner par le complémentaire : Soit (F;),., une famille quelconque
de fermés, alors :

c ﬂF, = UC (F;) est une réunion d’ouverts
iel iel
Ainsi :
C ﬂF,- est un ouvert
iel

et donc ﬂF,- est un fermé.
iel
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Soit maintenant (F7),c[, ) une famille finie de fermés, alors :

C| U F|= () C(F) estune intersection finie d’ouverts
i€[1,n] i€[1,n]

Ainsi :

C U F; | estun ouvert
i€[1,n]

et donc U F; est un fermé. [ |
i€[1,n]

% 11 est plus simple de retenir la démonstration que le résultat.
On voit bien le probleme avec la suite d’ouverts :

|-l
On = |7
n'n
On a Iintersection des O, qui est le singleton {0} n’est pas ouvert.

Le probléeme est que pour un x € ((0,), il existe bien pour tout n € N un r, tel
que B,(x,r,) C O,, mais si on pose

r=minry,
neN

on a un minimum sur un nombre infinie de valeur et ici ¥ = 0.

Partie dense

Définition 11l.4 — partie dense. Soit A une partie de E.
On dit que A est dense lorsque A = E

s Exemple lll.11 Q est dense dans R. "

Proposition 111.8 — caractérisation des parties denses. Soit A une partie de E.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout élément x de E, il existe une suite (y,) d’éléments de A qui converge
Vers x.
2. Pour tout élément x de E, et pour tout € > 0, il existe un élément y de A tel
que N(x—a) < €.
3. A=E.

Démonstration. C’est évident, juste un jeu sur les définitions.

Supposons A = E, alors pour tout x € E, x € A, et donc par la caractérisation
séquentielle, il existe une suite (y,) d’éléments de A qui converge vers x, ce qui donne
. Tandis que si on traduit x € A avec la définition, on obtient que pour tout € > 0, on
a: B,(x,€)NA # 0. ce qui signifie que il existe un élément y de A tel que N(x —a) < &,
ie .
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D’ou:
Bl=[e =03=
Pour un élément x € E, la propriété :
Ve>0,3y€A,N(x—a) <e€
signifie :
Ve > 0,B,(x,€)NA#0D
et donc par définition cela signifie que x € A. Ce qui est équivalent avec la caractérisation

séquentielle a il existe une suite (y,) d’éléments de A qui converge vers x. ainsi,
clairement

) = [2]

de plus ces propriétés signifie que tout élément de E est dans A, ie E C A.
Comme I’inclusion réciproque est évidente, cela donne :

)= (3]
|

= Exemple I1l.12 A savoir refaire! L ensemble des matrices inversibles est dense dans
I’ensemble des matrices.

En effet, si on considere une matrice M € .#,(K), alors on peut considérer la suite
de matrices :

1
(An) ey définies par Vn € N*A, = M+ -1,
n

a partir d’un certain rang, % n’est pas valeur propre, donc la matrice A, est inversible. et
lim,.. A, = M.

Limite et continuité en un point
Définition

Dans cette section (E,N) et (F, ||-||) désignent deux espaces vectoriels normés de
dimension finie.

Définition IV.1 — Limite en un point. Soit f une application d’une partie A de E a
valeurs dans F', a un point adhérent a A et b un élément de F.
On dit que la fonction f admet la limite b en asi :

Ve>0,38>0,Vx€A, (Nx—a) <8 = ||f(x)—b| <e¢)

Le vecteur b est alors unique et on le note b = lim,_,, f(x).

% On retrouve bien siir la définition d’une limite d’une fonction réelle de la variable
réelle. on pourra aussi faire la limite d’une fonction R — .#,(R) par exemple.
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IV.2 Caractérisation

Proposition IV.1 — Caractérisation séquentielle de la limite. Soit f une appli-
cation d’une partie A de E a valeurs dans F, a un point adhérent a A et b un élément
de F.

L application f a pour limite b en a si et seulement si : pour tout suite (x;,)
d’éléments de A qui converge vers a, la suite (f(x,)),cy converge vers b.

Démonstration. On suppose lim,_,, f(x) = b.

Soit (x,) une suite d’éléments de A qui converge vers a.

Déja, on sait que la suite (x,) existe (caractérisation séquentielle des points de
I’adhérence). On sait par définition de la limite

Ve>0,ANeNVreN, n>N = N(x,—a)< ¢
Ve>0,30>0,VxcA, (Nx—a)<d = ||f(x)—b| <e¢)

et on doit démontrer :
Ve>0,ANeNVYreN, n>N = | f(x,) —b| <€
Considérons € > 0, on note 0 le réel strictement positif tel que :
VxeA, (N(x—a) <0 = |[|f(x)—b| <é¢)
puis ont note N I’entier tel que :
VneN,n>N = N(x,—a) <o
Considérons n > N, on a alors :
N(x,—a) < ddonc = |[|f(x,) —D|| <€

On a bien montré que limye f(x,) = b.

Réciproquement, supposons que pour toute suite (x,) de limite a, on a : lim,e f(x,,) =
b.

Raisonnons par 1’absurde en niant lim,_,, f(x) = b. On prends donc la négation de
la définition :

non (Ve >0, 36 >0,Vx €A, (N(x—a) <0 = |[|f(x)—D| <¢))
Ce qui s’écrit :
Je>0,V0 >0,3x €A, (N(x—a) < det]| f(x)—b| >e¢)

Considérons n € N*, en posant 6 = %, on obtient 1’existence d’un x,, vérifiant :

1
<N(xn—a) < . et || f(xn) —b| > 8)
On a ainsi construit une suite (x,) vérifiant :

VxeN, N(x, —a) < en particulier limx, = a.
noo

S|
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mais aussi :
VxeN, [[f(x,) —b| > ¢ en particulier x, ne tends pas vers b.

On a donc une contradiction.
[ |

% Cette caractérisation séquentielle est particulicrement utile dans le cadre du
théoréme de convergence dominée. C’est par exemple ce qui permet d’obtenir
(a parti du théoréme de convergence dominée) le théoréme de continuité sous le
signe intégral.
Dans le programme lorsque 1’on veut écrire :

lim t)dt = [ lim t)d
xﬁ+o<>/f o \/IxﬁJr f b
On utilise souvent le théoréme de convergence dominée a une suite quelconque
(xn) de limite +oo.
On note maintenant % = (ey,...,e,) une base de F. Pour tout x € A, on note (fj(x))
les scalaires tels que :

£ = (i) fp () f

L application f; : x — f;(x) (de A dans K) est appelée i-ieme application coordonnée
de f.

Proposition V.2 L’application f admet en un point adhérent a de A la limite b =
Y7, bie; si et seulement si pour tout i € [1, p], I'application coordonnée f; admet
pour limite b; en a.

Démonstration. On a montré ce résultat pour les suites, il suffit d’utiliser la caractérisa-
tion séquentielle.
Si on considére une suite (x,) d’éléments de A qui tends vers a, on sait que
lim,,.. f(x,) = b si et seulement si les applications coordonnées convergent.
|

IV.3 Limites et opérations

Proposition V.3 — Limite d’'une combinaison linéaire. Soit f et g deux applica-
tions de A dans F admettant pour limites respectives b et ¢ au point a adhérent a A.
Soit & € K un scalaire.

Alors :

liilzl(af+g)(x) =oab+c

Pour le produit, on ne peut considérer que le produit externe :
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Proposition IV.4 Soit f une application de A dans F' admettant pour limite b au
point a adhérent a A. Soit u# une application de A dans K admettant pour limite o au
point a adhérent a A.

Alors :

limu(x)f(x) = ab

xX—a

Pour I’inverse, il faut que la fonction soit a valeur dans K

Proposition IV.5 Soit une fonction u de A dans K de limite o en a € A avec o # 0.
Alors :

Jr >0, Vx € B(a,r)NA, u(x) #0

Autrement dit la fonction u ne s’annule pas autour de a.
On pose alors :

X =B(a,r)NA

Si bien que la fonction % est définie sur X. On a alors :

Pour la composée de limites, on a le méme résultat qu’en premiere année :

Proposition IV.6 Soit (E,N), (F,|-||), et (G,N’) trois espaces vectoriels normés de
dimensions finies. Soit A une partie de E, a un point de E adhérent a A et B une
partie de F.

Soit f:A—BetG:B— G.

On a alors, si lim,_,, f(x) = b, alors b € B.

Si de plus limy_,, g(y) = ¢, alors lim,_,, f (g(y)) = c.

Le premier résultat assure que le deuxieme a bien un sens.

Démonstration. Pour montrer que b € B, on peut simplement constater qu’il existe une
suite (a,) d’éléments de A qui converge vers a (car a € A), puis que lim,... f(a,) = b,
ainsi la suite (f(a,)) est une suite d’éléments de B qui converge vers b.

Pour le deuxieme résultat, en utilisant la caractérisation séquentielle, il suffit de
considérer une suite (a,) d’élément de A convergeant vers a, et on a lim,. f(a,) = b
comme on I’a vu, donc lim, «og (f(a,)) = c. Comme c’est vrai pour toute suite, on a

bien : lim,_,, f (g(y)) =c. [

IV.4 Continuité en un point

Définition IV.2 Soit f: A — F.
Soita € A, si f admet une limite en a et que lim,_,, f(x) = f(a), alors la fonction
f est continue en a.
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Sia ¢ A, si f admet une limite en a, alors f est prolongeable par continuité
en a. Le prolongement par continuité est la fonction :

AU{a} — F
f: R {f(x) sixeA

X
lim,,, f(x) six=a.

Les deux résultats suivants sont la traduction de ce que 1’on a vu pour les li-
mites :

Proposition IV.7 La fonction f est continue en un point a de A si et seulement si les
applications coordonnées sont continues en a.

Proposition IV.8 Sia € A, ’application f est continue en a si et seulement si pour
toute suite (x,),cn d’éléments de A qui converge vers a, la suite (f(x,)) converge

vers f(a).

Méthode : on a souvent des exercices du type :

[ R2\{0} — R
f'{ (x,y) — f(xy)

On demande alors de prolonger f par continuité en (0,0).

Dans le cas positif, il faut trouver lim, ;) ,(0,0) f(x,y), pour trouver la limite, on
peut choisir « un chemin » qui tend vers (0,0), par exemple étudier les applications
partielles : # — f(0,7) et t — f(z,0). Ces applications ont pour limite f(0,0). On
pose alors £(0,0) la valeur de cette limite. Ensuite, il faut montrer :

lim  f(x,y) = £(0,0).

(x.y)=(0,0)

Pour cela, le plus simple est de majorer :

‘f(xay) —f(0,0)]

par une quantité qui dépends de (x,y) et qui tends clairement vers (0,0) (par exemple
un polynéme en (x,y)).

Dans le cas négatif, il faut montrer que lim, ) (0,0) / (x,y) n’existe pas. On
choisit alors des « chemins » qui permettent de se rapprocher de (0,0) et tels que la
limite le long de ce chemin n’existe pas, ou que la limite le long de deux chemins
soient différentes.

Ces chemins peuvent étre des suites ou des fonctions (le long de courbe paramé-
trée).

Par exemple, on peut considérer des suites :

unzf(i,O), vnzf(o,i)
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ce qui renvient a prendre les applications partielles : f; : # +— f(¢,0) et f2: ¢ +— f£(0,7).
Si I’une des suites (u,) et (v,) n’ont pas de limite ou si les deux limites sont
différentes, alors : lim, ,) (0,0 ./ (x,y) n’existe pas. Idem, si I’'une des fonctions f
et f, n’a pas de limite ou si les deux limites sont différentes.

On peut aussi prendre des suites du type :

(om) ew)

ce qui renvient a suivre des courbes paramétrées : @ : t > f(t,12) et ¢ 1t > f(t,/1).
Dans le cas général, on constuit des suites du type :

up = f(xn,yn) avec limx, =0 et limy, =0
neo noo
ou des fonctions du type :

t— f(x(t),y(r)) avec limx(¢) =0 et limy(t) =0
t—0 t—0
Pour avoir un intuition du résultat et éventuellement des chemins a suivre, il faut

faire un développement limité (en plusieurs variables) de f(x,y) pour (x,y) proche
de (0,0).

V  Continuité sur une partie
V.1 Définition et propriétés

Définition V.1 Une application définie sur une partie A de E est continue sur A si et
seulement si elle est continue en tout point de A

Notation V.1. L’ensemble des fonctions continues est noté €°(A,F).

Proposition V.1 Soit f une application continue de E dans F.

Soit O un ouvert de F, alors f~!(0) est un ouvert de E. Ainsi, I'image réciproque
d’un ouvert par une application continue est continue.

Soit C un fermé de F, alors f~!(C) est un fermé de E. Ainsi, 'image réciproque
d’un fermé par une application continue est continue.

Démonstration. On commence par le cas d’un fermé en utilisant la caractérisation
séquentielle.

On considere donc une suite (x,) d’éléments de f~!(C), qui converge vers une
limite [ € E.

On va montrer que [ € f~1(C).

Pour cela, on considere la suite (f(x,)), ¢’est une suite d’éléments de C. De plus,
par continuité de f, cette suite converge vers f (/).

Comme C est fermé, C contient toutes les limites de ses suites, donc (/) € C. ce
qui signifie que / € f~1(C). Ainsi, f~!(C) contient toutes les limites de ses suites donc
est fermé.
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Considérons maintenant le cas d’un ouvert O de F. Montrons que f~!(0O) est un
ouvert.

REM : on pourrait passer par le complémentaire en utilisant le premier résultat.

Considérons x € f~1(0), alors f(x) € O, donc il existe r > 0, tel que B, (f(x),r) C
0.

comme f est continue en x, il existe un ¢ > 0, tel que :

W EANG—Y) <a = |f0) - ()] <3

En conséquence, si on prend un x’ tel que N(x—x") < o, onaura f(x') € B,(f(x),r) C O.
etdonc X' € f~1(0) B,(x, &) C f~1(0) Ce qui prouve que f~!(0) est un ouvert. M

Proposition V.2 Si f est une application continue de E dans R, alors

I’ensemble {x € E|f(x) > 0} estun fermé
I’ensemble {x € E|f(x) =0} est un fermé

En conséquence :

I’ensemble {x € E|f(x) > 0} estun ouvert
I’ensemble {x € E|f(x) # 0} est un ouvert

Démonstration. On a simplement :
{x €E|f(x) >0} = £ ([0, +oo]) image réciproque d’un fermé
{x€E|f(x)=0}=f""({0}) image réciproque d’un fermé
{x €E|f(x) >0} = £ (]0, +oo]) image réciproque d’un ouvert
|

% C’est la méthode la plus simple pour montrer qu’un ensemble est ouvert / fermé !
On retrouve les résultats sur les boules et les spheres.
En pratique, cela signifie que 1’on peut passer a la limite dans des inégalités larges
et dans des égalités dans le cas d’applications a valeurs dans R.

= Exemple V.1 Par exemple :
{(va, 2) ’Xz +3xy+yz > 0} est un fermé

» Exemple V.2 Exemple du déterminant : GL,(K) est un ouvert puisque c’est I’en-
semble des matrices vérifiant det(M) # 0. En admettant la continuité du déterminant.
]

Proposition V.3 Une application f est continue sur la partie A de E si et seulement
si ses applications coordonnées sont continues sur A

Démonstration. C’est une redite de ce que 1’on a vu en un point. |
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Proposition V.4 Soit f une application continue sur une partie A de E.
On a alors :

1. Si B est une partie de E incluse dans A alors la restriction de f a B est continue
sur B.

2. si g est une application continue sur une partie de F contenant f(A), si bien
que go f est définie sur A, alors g o f est continue sur A.

3. Si g est continue sur A et A est un scalaire, alors f + Ag est continue sur A.
On peut ainsi dire que €(A, F) est un SEV de I’ensemble des fonctions de A
dans F.

4. Si u est une application de A dans K continue sur A, alors uf est continue sur
A.

Démonstration. La preuve consiste essentiellement a appliquer ce que I’on a vu dans
le cas de la limite en un point.

1. évident.

2. limite / continuité d’une composée.

3. limite / continuité d’une combinaison linéaire.

4. limite / continuité du produit externe.

V.2 Fonctions continues sur un fermé borné

Théoréeme V.5 Une fonction réelle continue sur une partie non vide fermée et bornée
d’un espace vectoriel de dimension finie est bornée et atteint ses bornes.

Autrement dit : si K est un fermé borné non vide en dimension finie (on dit aussi
un compact dans ce cas), et que f : K — R est une application continue, alors :

3(a,B) € K*, Vx € K, f(a) < f(x) < f(B).

% Théoreme fondamental : on retrouve le résultat de premiere année. Méme appli-
cation : construire des inégalités strictes, montrer que des bornes inférieures sont
en fait atteinte !

= Exemple V.3 Soit f continue sur [0, 1], tel que Vx € [0, 1], f(x) > 0. La fonction f
est alors minorée par 0, elle admet donc une borne inférieure. On a infjy ;) f = 0.
En fait, on peut montrer :

Jda >0, ¥x € [0,1], f(x) > a.

Autrement dit : démontrer que I’on peut séparer I’axe horizontal et la courbe représenta-
tive de f.

11 suffit de considérer a € [0, 1] tel que f(a) = min,¢[o ;) f(x). Ce minimum existe
puisque f est continue sur le segment [0, 1].

Puis on pose a = @ On abiena > 0, car f(or) > 0. et

fla)
2

Vx € [0,1], f(a) < f(x), donc < flor) < f(x).
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V.3 Fonctions lipschitziennes
On considere toujours (E,N) et (F, ||-]|) des espaces vectoriels normés.

Définition V.2 Soit k un réel et A une partie de E.
Une fonction f : A — F est dite k -lipschitzienne sur A si :

V(x,y) €A%, |If () = f)]| < kN(x )

% Méme interprétation qu’en premieére année : la distance entre les images est
inférieures a k la distance entre les points. Méme technique qu’en premiere
année : cela est particulierement utile dans le cas d’étude de suites u,+1 = f(uy).

= Exemple V.4 La norme est 1 - lipschitzienne (inégalité triangulaire renversée) !
En effet :

V(x,y) €E,IN(x) =N(y)| < N(x—y)

I Proposition V.6 Toute application k -lipschitzienne sur A est continue sur A.
Démonstration. Soita € A et f k lipschitzienne, on a :
1f (a+h) = fla)|| <KkN(h)
En conséquence :
lim || f(a+h) = f(a)|| = Oie lim f(a+h) = f(a)
h—0 h—0
D’ou la continuité en a et donc en tout point. |

% Ainsi, la norme est continue (ce qui était admis précédemment).

V.4 Continuité des applications linéaires

Proposition V.7 Soit (E,N) et (F, ||-||) des espaces vectoriels normés de dimensions
finies.

Toute application linéaire f de E dans F est continue.

Elle est méme lipschitzienne :

JKeR,VxeE, || f(x)|| <KN(x)

% Pour une application linéaire, la notion de fonction k lipschitzienne s’écrit sous
la forme :

JK eR, Vx€E, || f(x)]| < KN(x)

En effet, supposons que V(x,y) € E2, || f(x) — f(y)|| < KN(x—y) en posant y = 0,
on obtient alors la relation ci-dessus.
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Si on suppose la relation : Vx € E, || f(x)|| < KN(x) alors en considérant (x,y) €
E? et en remplagant x par x —y, on a :

1f(x=y)Il < KN(x—y) d’ot par linéarité : || f(x) — f(y)|| < KN(x—y)

Ainsi, cette définition est équivalente a celle de fonction lipschitzienne. En
pratique c’est la relation || f(x)|| < KN(x) que I’on utilise pour les applications
linéaires.

Démonstration. Puisqu’on peut montrer la continuité pour les applications coordon-
nées, on peut se ramener au cas ou f: E — R.
On a alors la forme suivante :

f: (xl,...,x,,) — 01 X1 + OXx2 + -+ -+ O Xy,
Or les applications coordonnées :

¢i: (x1,...,x,) — x; sont continues car |c;(x)| = |x;] < ||x||-

n
et f= Z a;c;. Ainsi, la fonction f est continue.
i=1
Montrons maintenant qu’elle est lipschitzienne.
On considere alors :

K= sup [ f(x)]
N(x)=1

Cette borne supérieure existe (et est méme atteinte), car c’est la borne supérieure d’une
fonction continue sur un fermé borné.

Soit maintenant x € E, on consideére y = 55, ona N (y) =1, donc :

1
f(y) < Kcequis’éerit: ——f(x) <K par linéarité.

N(x)

Ainsi, f(x) < KN(x)
|

» Exemple V.5 Pour une matrice A € .#,(R) I’application X — AX est continue. m

#* Norme d’application

Un exercice tres classique consiste 2 montrer que 1’application :

feZ(E,F)— sup [f(x)]|
N(x)=1

est une norme sur .Z(E, F), souvent noté |||f]||

p) Ce résultat est hors-programme.
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En effet :
vf e Z(EF)|fll[=0
Si [[|£]]] = 0, alors c’est que supy || f(x)]| = 0, et donc que
Vx€E,Nx)=1= f(x)=0
On en déduit en prenant un x quelconque dans E et en utilisant la linéarité que Vx €
E, f(x)=0.

Si I’on considere f et g deux fonctions, on a :

Vx € E vérifiant N(x) = 1, [[f(x) + &) <[f ()] + le ()
<A1+ 1Mlglll

Ainsi :
1+ gl < AT+ lgl]
L’homogénéité s’écrit : pour A € K :

sulelf(X)H = 2] Sulef(X)H

N(x)= N(x)=

V.5 Continuité des applications multi-linéaires

On rappelle qu’une application
f:(KY+—E
est p linéaire, si elle est linéaire en chacune de ses variables.

Proposition V.8 Si f est une application p linéaire de (K")” dans (E,N) espace
vectoriel normé de dimension finie, alors :

k> 0, V(X rcicp € (K7, N (060K, 30)) < KT 1%
=
Et f est continue sur (K")
Démonstration. ADMIS. |
La propriété :

)4
>0, V(X)) 1<icp € (K", N(f(X1, X2, X)) < k] JIIXill
i=1

signifie que f est k lipschitzienne.
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s Exemple V.6 a connaitre!
L’ application déterminant (qui corresponds au cas p = n) est ainsi continue.
L application produit matricielle :

| Ay (R) x My (R)  —  ,(R)
""{ (A,B) — AB

est continue. n

On définit les applications polynomiales K" — K en plusieurs indéterminée ainsi :

* Une fonction polynomiale en deux indéterminée est une combinaison linéaire
finie de fonction de la forme : (x,y) — x*y' avec (k1) € N2

* Une fonction polynomiale en trois indéterminée est une combinaison linéaire
finie de fonction de la forme : (x,y,z) — x*y'z" avec (k,I,m) € N°.

* Ainsi de suite : en fait une application polynomiale en n indéterminée (xi,...,x,)
est un polyndme en x, donc les coefficients sont des polynomes en (xj,...,x,—1).

En utilisant les résultats suivants :

* Les applications coordonnées sont continues,

* le produit de deux applications continues K" — K est continue,

* une combinaison linéaire de fonctions continues est continue.

On obtient le résultat suivant :

Proposition V.9 Toute application polyndmiale (en plusieurs indéterminée) de K"
dans K est continue.

» Exemple V.7 Pour montrer que 1’application :

(Wt )sin(e?) e
(x,y) —> < (x+y?)cos(x) sin(x+y))

on se ramene déja aux application coordonnées :

fi:(ny) — (P +y)sin(xy?)
fri(xy) &Y

f3: (%) — (x+y?) cos(x)
fa: (x,y) —> sin(x+y)

pour la composée, on fait un schéma de composition :

R - R —» R

(x,y) +— x° continue car polynomiale
t +—— sin(f)  continue
(x,y) — sin(xy?)  est donc continue

ce qui montre que (x,y) > sin(xy?) est continue, par produit avec (x,y) — x> +y?, on
en déduit que f] est continue. On procede de méme pour les autres fonctions. "
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% Normes
Exercice 1 Soit I’application :

N:{( R - R

x63,2) /2024 yr 4272

Montrer que cette application est une norme.

Méthode : quand on veut prouver qu’une application est une norme et que 1’on voit que la difficulté est dans 1’inégalité
triangulaire, il faut toujours regarder si il n’y a pas un produit scalaire associé. Celui-ci s’obtient par la formule de polarisation.
Correction : C’est la norme associée au produit scalaire :

((x,y, 2), (a, b,c)> — 2xa+ yb + 2zc

Exercice 2 Soit (E,N) un K espace vectoriel normé et f € Z(E) .
1. Montrer que I’on définit une application de E dans R™ en posant :

1= 2 = {12l = N (£ (%))

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur f pour que cette application soit une norme sur £

Correction :

1. Pour x dans E, on a f(x) € E, donc N(f(x)) € R, on a donc bien défini ||x|| sans ambiguité dans R™ a partir d’un
xckE.

2. On a déja montré que ||.|| était a valeurs positives.
L homogénéité est claire (comme f est linéaire).
L’inégalité triangulaire s’écrit pour (x,y) € E quelconque :

x4yl =N(flet+y) =N () + ) SN ) +N ()

Il reste donc la séparation.

Supposons que ||.|| soit une norme, soit x € E, tel que f(x) = 0, alors ||x|| = 0 donc x = 0. Ainsi, f est injective.
Supposons que f est injective. Soit x € E, vérifiant ||x|| = 0 on a alors f(x) = 0 et donc x = 0.

Ainsi, cette application est une norme si et seulement si f est injective.

Exercice 3 Soit E = %°(]0, 1], R), et soit u une fonction strictement positive de E. On considere 1’ application :

1
N:fEE'—>/O w(t)|f(1)|dr

1. Montrer que N est une norme.
2. Trouver deux réels (a, ) strictement positifs, tels que :

VfEE, afflli <N(f) <BIlfllh

1
avec o/||f]1 :/0 |f(2)|dr

3. Trouver deux réels (my,m.), tels que :

VfE€E, N(f) <ma|fll2 et N(f) <mollfllee

39



Correction :
1. La positivité et 'homogénéité se font sans difficulté. Pour la séparation, on considére f € E, tel que : N(f) =0, on a
alors I’intégrale d’une fonction continue et positive qui est nulle, donc la fonction  — u(z)|f(¢)| est nulle et puisque
u >0, cela donne f =0.
L’inégalité triangulaire est facile.
2. On applique le thm « continuité sur un segment» a u eton a:

I(t0,11) € [0,1]%, Ve € [0,1], u(to) < u(t) < u(ty)
En intégrant cela donne :

u(to) If Il < N(F) <u(t) ([ £

3. On utilise cauchy-schwarz :

N(f)=<u,|f| > pour le produit scalaire usuel dans E
=|<u|f| > puisque ¢’est positif
<lull211£1]]2
<lull21f1]2

d’ou myp = Hqu
On majore :

Ve e [0,1], [£(1)] < || flle

puis on multiplie par u et on integre :

v < ([ wtoar) 15)-

o0
Exercice 4 Pour P = Z aX* € R[X], on note :
k=0
o0
1P[l =} la]
k=0

1P| =max fa|
eN

k
M) = [ 1Pl

1. Vérifier rapidement qu’il s’agit de normes sur R[X].

2. Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes (ie construire des suites qui convergent pour une norme mais pas
pour les autres).

3. Soit g un entier naturel non nul, on se place dans R, [X], que peut-on alors dire ?

Correction :
1. Pour la norme 1 : la positivité et I’homogénéité sont évidentes. Si ||P||; = 0, alors on a une somme (finie) de termes
positifs qui est nulle, donc tous les termes sont nuls. D’ou la séparation. L’inégalité triangulaire s’écrit :

1P+l = Y lax+bil < Y la| + ) |6l
k=0 k=0 k=0

(nb : il s’agit de somme finie).

Pour la norme infinie : la positivité et ’homogénéité sont évidentes. Si ||P|| = 0, alors on a un maximum (nbr fini) de
valeurs positives qui est nul, donc tous les termes sont nuls. L’inégalité triangulaire, est la méme chose que dans R”.
Pour la norme N, c’est du cours (idem que pour les fonctions), avec I’argument en plus : si un polyndéme est nul sur
[0, 1], alors ses coefficients sont nuls.
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2. Sil’on prend P, = X", alors :

1
N(P,) = p——l tend vers 0

||P.||l- = 1 ne tend pas vers 0

|IP.|li = 1 ne tend pas vers 0
Sionprend: P, =1y? (X* Ona:
1
||Pu||oe = — tend vers O
n

IP:]|1 = 1 ne tend pas vers O

3. Si on fixe ¢ alors on est sur un espace de dimension finie, donc toutes les normes sont équivalentes.

Exercice 5 Soit A une matrice de .#,(RR), soit X appartenant a .#, ;(R), on note :

X[l = max |x;|

)

1. montrer que I’ensemble

g - [ 14x]
[1X [|o=
est majoré.
2. On consideére maintenant une norme ||-|| quelconque sur .#, ; (R). On définit alors de nouveau :

g Xl
X1
montrer que I’ensemble Fj est majoré.
3. Pour une matrice A € .#,(R), et ||-|| une norme quelconque sur .#, 1 (R), on définit alors :

X e e//n,l(R),X =+ 0}

X € My (R )X¢0}

[H|A[] = sup (Fa)

Montrer que ||| - ||| est une norme. On dit que ||| - ||| est la norme subordonnée.
4. Montrer que pour toutes matrice (A,B) € .#,(R) :

HABI[| < [[A[l] [11B]]

Commentaire : exercice important (norme subordonnée).
Correction :
1. On note A = (a;), et on écrit :

[AX [l = max |(AX);]
i€[1,n]

Or pour j € [1,n] :
n
P
S Z 43| 5]
=1
n
<[IXl ¥ |Aij|
=1

[(AX),| =

On note alors :

M = max Z |Au‘

i=1
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ce maximum existe puisqu’on a un nombre fini de valeurs. On a alors pour tout i € [1,n] :
|(AX),;| <M||X]|-o

et donc :
14X [l <M[X]|oo

Comme M ne dépend pas de X, on peut écrire :
M € R, VX € My (B), [IAX]o < MX].

et donc E4 est majoré.

. Méthode 1 : démonstration du cours valable dans tous les cas

On considere ’application : f : X —— ||AX]|, elle est continue comme composée de X — AX et u — |lul|. On
considere aussi la sphere S unité de .7, 1 (R) (pour la norme ||-||). L’ensemble S est un fermé borné en dimension finie.
Donc I’application : f est bornée et atteint ses bornes sur S.

Ainsi :

IMER, VX €8, |AX|| <M

. . X
Soit maintenant X € .#, ;(R), alors le vecteur —— est dans S, et donc :

I (o) <+

Par linéarité, cela donne :

|AX]]

x|

Comme X est quelconque, on en déduit que F4 est majoré.
Méthode 2 : on se ramene a la norme infinie
On part de la relation précédente :

M € R, VX € M1 (R), [|[AX]|eo < M||X]|

On sait que ||-|| et ||-|| sont équivalentes car on est en dimension finie. On a donc 'existence de (a,b) € R} tels que
pour tout X € 4,1 (R) :

ol X[ < [[X [l < BIIX]

Soit X € .#,1(R) avec X # 0. On a donc deux relations :

o[ X[ < [1X ]l < BIIX]]
et o[ AX]| < [[AX [ < BIlAX]|

Donc :

1
AX —|AX oo ﬁ

XIS S S

. La positivité est évidente car F4 C RT.
Soit A € R, alors :

P QLAY
X1

X e %ml(R),X 7&0}

D’ou I’homogénéité.
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Soit une matrice A telle que |||A||| = 0, alors :

lAX]|

et donc, AX =0
En prenant pour X les valeurs de la base canoniques, E, ..., E, (ou en considérant I’endomorphisme canoniquement

associé), on en déduit que A = 0.
Pour I’inégalité triangulaire, on considere A et B deux matrices, et on a pour X € .#, 1 (R) :

[(A+B)X|| _lAX]  [BX]|
X1 X1 Xl
<[lAfl[+[1B]l|

Ainsi, |[|A]||+ ]||B||| est un majorant de Fyp donc inférieur a la borne supérieure, ce qui s’écrit :

1A+ Bl[| <[[A[ll+ 1Bl
4. Soit X dans .#,1(R), alorsona:

1(AB)X ]| = [A(BX) | < [I|A]l [|BX|

En utilisant :
VU € A1 (R), AU < [IA[I[ U]

on utilise cette relation sur la matrice B pour obtenir :
1(AB)X ]| = JA(BX) | < [IIA[l [1IBI[] X1l

Donc pour X non nul :

[(AB)X]|

1

en passant au sup :

< lIA[[l1lIBI]|

B[ < [l|AT[l I|B]]

Exercice 6 Onnote /;(R) I’ensemble des suites réelles telles que la série (Y |u,|) converge (ie la série (Y u,) est absolument

convergente), et [ (R) I’ensemble des suites réelles telles que la série (Z (un)z) converge.
1. Montrer que (R) D [;(R).
2. On définit :

~+oo

Jull1 = Z lun| pour u € [ (R)
n=0

Montrer que : ||-||; est une norme sur /; (R).

3. Montrer que si # = (up)nen €t v = (vy)nen sont deux suites I»(R), alors uv = (u,vy)nen est une suite de /; (R).
4. On définit :
—+oco
ull2 = Z (u,)? pour u € L(R)
n=0

Déduire de la question précédente que ||-||2 est une norme associé a un produit scalaire sur /,(R).
5. Montrer que I’on ne peut pas trouver o > 0, tel que pour toute suite u de /; (R), on ait :

oclul[r < lull2
6. Trouver 3 > 0, tel que pour toute suite u de /;(R), ona:
Bllullz < [luls

indication : démontrez et utilisez la relation : \/u +v < \/u+ /v valable pour deux réels (u,v) positifs.
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Correction :
1. Soit (uy,) une suite de /; (R), alors ¥ u, converge absolument, en particulier, la suite est de limite nulle. On peut donc en
déduire qu’il existe un rang ng vérifiant :

Vn = ny, ’un’ <1
et donc pour n > ng :

(”n)2 < |t

Ce qui montre que la série ( Z u,%) converge et donc que la série (Z u,2,> converge. A final, (u,) est une suite de

n=0
L(R).
2. La positivité et I’homogénéité, c’est évident. Pour la séparation, on utilise 1’argument somme infinie de termes positifs
est nulle si et seulement si chaque terme est nul.
Pour I’inégalité triangulaire, on somme les relations valables pour n € N :

nz=ngo

’un‘i‘vn‘ < ’un’+|vn’

3. Si (uy,) et (v,) sont deux suites I»(R), alors on utilise :
1
lupvn| < 3 (uﬁ +vﬁ)

ce qui montre que (u,v,) € [;(R)
4. On prend (ug)ken la suite de /; (R) définie par :
N — R

vkeN,w:q - ar sin<k
0 sin>k

Bien comprendre : (i) est une suite de /;(R) donc une suite de suites. En fait, a k fixé u est la suite (n—il) mais
tronquée a I’ordre k, elle est donc dans /; (R).
On a alors :

k
1 (oo}
g1 = ) —— ki>+oo

k oo
lJure|l2 = \/ = \/
= 0 n+1

Ainsi, on ne peut pas trouver & > 0, tel que :
Vk €N, afluclli < [[ucll2

5. Soit (u,v) deux réels positifs. On a alors :

Vu+v<Vu+v <= ut+v<ut+v+2y/u
0 < vuv VRAI

Considérons une suite (u,) € [;(R) On en déduit par récurrence que :

N N
YNEN, [ Y u2 <Y |un
n=0 n=0

On passe a la limite lorsque N tend vers +oo et on obtient alors :

oo oo
Z ul < Z |4
n=0 n=0

ce qui s’écrit :
[ull2 < fulls

D’ou B = 1 convient dans la relation demandée.
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* Parties convexes
Exercice 7 Montrer que le simplexe de R" :

n

Za,-:letVie[[l,n]],ai>0}

i=1

A, = {a:(al,...,an)

est un convexe de R”.

Correction : simple application de la définition. On considére o = (e, ..., ;) et B = (Bi,...,B,), et € [0,1]. On note

Y=, Yo) =t(ar,...,0,) + (1 =1)(B1,-... Bn)

On a alors :

n

Zy,_tZal (1-1)Y). B

i=1
=1
et toutes les coordonnées de Yy sont positives. donc y € A,,.

Exercice 8 Montrer que I’image directe d’un convexe par une application linéaire est un convexe. Méme question pour

I’image réciproque.

Correction :
Soit f € Z(E,F) et K un convexe de E. Soit (y1,y2) € (f(K))* et soit 7 € [0,1] On écrit y; = f(x;) et yo = f(x2). On a
alors avec la linéarit€ :

tyi+(1—1)y2 = f(tx1 + (1 —1)x2)

or tx; + (1 —t)xp € K car K convexe Ainsi, ty; + (1 —t)y, € f(K) et comme y;,y et sont quelconques, cela donne f(K)
convexe.

Soit maintenant L un convexe de F.

Soit x; et x, deux éléments de f~'(L), on a donc f(x;) € Let f(x;) € L. On considére ensuite # € [0, 1]. On a alors :

fltxi+(1—1)x2) =tf(x1)+ (1 —1)f(x2) € L car L est convexe.
Dot tx; + (1 —1)xy € f~'(L) et donc f~'(L) est convexe.

Exercice 9 Soit A une partie convexe. Montrer que A est convexe.

Correction méthode 1 : on considére x; et x; deux éléments de A. On sait alors qu’il existe deux boules de rayon non
nul, centrées en x; et x, incluses dans A. En prenant le plus petit des deux rayons, on obtient I’existence d’un r > 0, tel que :

B,(x1,r) CA, By(x2,r) CA

soit maintenant ¢ € [0, 1] et x = tx; + (1 —#)x2. On va montrer que B, (x,r) C A. Pour cela, on considere Soit z € B,(x,r). On
pose :

Z1=xXx1+z2—x et =x2+7—Xx
21 € By(x1,r) donc z; € A et de méme z; € A. On a alors :
tzi+(1=tn=tx+(1—-t)n+(z-x) =2

Comme A est convexe, cela donne : z € A et donc A est convexe.
Correction méthode 2 : on considére x; et x, deux éléments de A. On sait alors :

31’1 > O,B,,(xl,rl) CA, E|r2 > O,BO(X2,}’2) CA

soit maintenant # € [0, 1] et x = rx; + (1 —7)x,. Un dessin assure qu’il faut poser r = trj + (1 —t)r, pour avoir B, (x,r) C A.
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&
G A
Soit z € B, (x,r), on doit vérifier que z € A. Pour cela, on cherche z; et z,, tels que :

z=tz1+ (1 —1)z2.

On utilise alors les relations :

x=tx;+(1—1)xy
n

r=tri+ (1 —1t)r, que ’on écrit : 1 = trt—l—i—(l —1)
,

On constate que 1’on peut poser z; = x1 + “L(z —x) et 20 = x + "2 (2 — x), ce qui donne :
A )
1+ (11— =tx+(1—t)x+ <t7—|—(1 —t)7) (z—x)=x+(z—x)=z
On ade plus :
I
Izt =i =z =l <

donc z; € B,(x1,r1) et de méme 75 € B,(x2,72). D’0l1 7; et z; sont dans A et par convexité, z € A.

# Convergence d’une suite de vecteurs

1 0 0
Exercice 10 On consideére la matrice A= [ —2 3 1 | dans .Z3(R).
4 -4 -1
Etablir que (A — 3)?> = 0. En déduire A”.
Montrer que la suite (%A”)n cy converge et déterminer sa limite.

Correction :
On utilise Newton pourn € N :

(A—I) car (A — ;) et I5 commutent

(A—L)* car (A—15)? =0

=k +n(A —13) =nA+ (1 —I’l)[3
ce qui donne :

n+(1—n) 0 0 1 0 0
A" = —2n 3n+(1—n) n —2n 142n n
4n —4n —n+(1—n) dn —4n  1-2n

Méthode alternative 1 : On peut aussi écrire :

vneN, Iay,,B,) €R?, A" = a, A+ B.L
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on peut démontrer par récurrence que les suites (o, 3,) sont alors récurrentes d’ordre 2.
Méthode alternative 2 : On peut utiliser la division euclidienne de X" par (X — 1)2 :

vneN, 30 € RX], I(ot, Br) €R?, X" = Q(X — 1) + o, X + B,
puis avec la valeur en 1 et la valeur de la dérivée en 1, on a un systeme en (¢, 8,), qui donne o, =n et B, =1 —n. Il reste a

remplacer X par A.
Suite de I’exercice : Ainsi :

1
| 10 0
—A'=-2 142 1
" 4 4 Lo

On passe a la limite sur chaque coefficient :

1 0O o0 0
lim -A"=|-2 2 1
n——+oo n
4 -4 =2
Up
Exercice 11 On considere dans 1’espace vectoriel R? la suite Z, = | v, | définie par :
Wn
U
Zo= | vo | donné
wo
et la relation :
1 1 1
Upt1 = §un_gwn+§
VReEN, Svp = %un+%vn+%wn
1 1 1 7
Whptl = jun+§vn+gwn_6

1. Montrer que la suite Z, vérifie une relation de récurrence de la forme :
VneN, Z,.1 =AZ,+B
2. Montrer que pour tout vecteur X de R?, ona:

|IAX||.. <K|X[  aveck€l0,1]

2

Montrer que 1’équation : X = AX + B admet une unique solution L dans R3.
Déduire de ce qui précede et d’une récurrence une inégalité reliant ||Z, — L||w, ||Zo — L||, 1 et k.
Conclure sur la convergence de Z,.

B

Correction :

to - %
1. On trouve facilement : A = % é % etB=1| 0
P -3
2. Ontrouvek:%car:
1 1 1 1
gun_gwn <<3+6> HX||°°
1 1 1 1 1 1
i+ gty < (345 +3 ) I
1 1 1 1 1 1
‘3un+3vn+6wn \(3+3+6> [1X1]es
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3. 1 suffit de vérifier que (I3 — A) est inversible. Pour cela, on considere X tel que AX = X, et donc [ X [|co < 2[|X |, d’olt
X est nul. Donc pas de vecteur propre, donc 1 n’est pas valeur propre. Donc I, — A inversible, donc 1’équation admet
une unique solution.

p) [Ilestimportant de noter que le coefficient de Lipschitz a un lien avec les valeurs propres.

1
On aurait aussi pui calculer det(l3 — A) ou résoudre le systéme, notons que la solutionest L= | 0
—1
4. On obtient :

5
VneN, [[Zy1 — L < clzn—L|
et donc :
5 n
men, 1z-1 < (3) Iz~

Par suite : lim,«||Z, — L|| = 0, ie lim,w Z, = L.

Exercice 12

Soit E un espace vectoriel euclidien et soit u € &' (E) une isométrie.
On pose v=u—1Id.
1. Démontrer que ker(v) = (Im(v))".

1

v
En déduire : (ker(v))™ = Im(v).
1 n—1
2. Soitpourn > 1:u,=— Zuk.
=0
Démontrer que pour tout x € E, la suite (u,(x)) converge vers le projeté orthogonal de x sur ker(v).

Correction :
1. Déja fait dans le TD sur les espaces euclidiens :
Soit x € ker(v) et y € Im(v), alors on sait que :

Ja€cE,y=v(a)=u(a)—aetv(x) =0ieu(x) =x
Ainsi :
<xy>=(xu(a) —a) = (x,u(a)) - (x,a)
= (u(x),u(a)) = (x,a) =0

car u conserve le produit scalaire.
On utilise alors 1’égalité des dimensions pour avoir 1’égalité des espaces.
En dimension finie,

(ker()) = (Im(r))*) " = Im(v)

1
2. Soit donc x € E, on décompose x dans la somme directe orthogonale : E = ker(v) @ Im(v). Cela s’écrit :
x=a-+bavecacker(v) etb € Im(v)
Il s’agit donc de montrer que :

lim||u, (x) —al| =0
Nnoo

on calcule donc u,(x) pourn > 1.
Déja, par linéarité : u, (x) = u,(a) + u, (D).
Ona:v(a) =0, cad u(a) = a, ce qui donne facilement u, (a) = a Déja donc : u,(x) —a = u,(b).
Pour calculer u,(b), on sait que 3¢ € E,b =v(c) = u(c) — c. Ainsi :
n—1
w(®) = Y i)~ ()
M=o

48



on reconnait une série téléscopique. Apres changement de variables :

1

n(b) = (u"(c) ~ )
Ainsi, on peut écrire :
() ~a = n(b) = - (4l(c) <)

Ainsi, on va utiliser I’inégalité triangulaire :

1 n
et cx) = al| = lu"(c) =]l <

(" ()l + llell)

S|

2
<[l =0
n

(Rappel : u est une isométrie donc conserve la norme). Ainsi : lime ||, (x) — a|| = 0 ce qui signifie que (u,(x)) converge
vers le projeté de x sur ker(v).

* Topologie
Exercice 13

1. Montrer que A = {(x,y) € R?|y > x} est un ouvert de R>.
2. Montrer que B = {(x,y) € R?|y < x} est un fermé de R?.

Correction : application directe du cours : (x,y) — y —x est continue !
On peut aussi faire par caractérisation séquentielle pour montrer que B est fermé donc A (son complémentaire) est ouvert.

Exercice 14 Soit A = {(x,y,z) € R?|xyz = 1}.

Montrer que A est un fermé de R3.

Correction : La fonction (x,y,z) — xyz — 1 est continue car polyndme donc A = {(x,y,z)|f(x,y,z) = 0} est fermé.

Exercice 15 Soit E un espace vectoriel normé.

Montrer qu’un singleton est fermé.
En déduire qu’'un ensemble fini est fermé.

Correction : On considére donc F un singleton et on note donc F = {a} pour un certain a dans E.

Méthode 1 : On considere une suite (x,) d’éléments de F qui converge vers une limite /. On a alors Vn € N,x, € F
donc x, = a et donc la suite est constante et donc [ = a € F. On a donc montré que toute suite convergente d’éléments de F
converge vers un élément de F', donc F est fermé.

Meéthode 2 : On montre que Cr est ouvert. Soit x € Cr, alors x # a, donc r = N(x—a)/2 >0, or :

VzEB(x,r),z#a

donc B(x,r) C Cr, donc Cp est ouvert.
Soit maintenant E = {x;|i € [1,n]]} un ensemble fini.
Méthode 1 : on écrit :
n
E= U {x;} donc une réunion finie de fermé
i=1
c’est donc un fermé. NB : attention a bien écrire réunion finie.
Méthode 2 (sans utiliser le résultat précédent) : on considere une suite (a,) d’élément de E qui converge vers une
limite / et on montre que / € E. Pour cela, on note :

d= min d(x;,x;) minimum sur un nombre fini de valeurs
1<i< j<n

onad > 0 eton voit que :

V(a,b) € E?, d(a,b) <d = a=b(%)
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en utilisant la définition de la convergence avec € = d/3, on obtient que :
d
dng €N, Vn > no,d(x,,1) < 3 et donc : Vn > ng, d(xn,X,,) <d
et donc en utilisant (%), cela donne :
Vn 2= no, X, = Xy,

la suite (x,) est donc constant et [ = x,,, € E.

Exercice 16 Q est-il un fermé ou un ouvert de R ?

7 est-1l un fermé ou un ouvert de R ?

Correction : On a: O = R. En effet, si (x,) est une suite de rationel convergente vers /, alors / € R D’autre part, tout réel est
limite de rationnel (c’est la traduction de Q est dense dans R).

ainsi Q n’est pas un fermé de R.

Si (x,) est une suite d’entiers relatifs convergente vers /, alors [ € Z (on le démontre en prenant € = % dans la définition,
on a alors que (x,) est stationnaire a partir d’un certain rang). Donc Z est un fermé de R.

Exercice 17 En utilisant la caractérisation séquentielle des fermés, montrer que si A est ouvert alors Cy4 est fermé.

Correction : On considere une suite (x,)de C4 qui converge vers /. Supposons par 1’absurde que / € A. On a alors
I’existence d’un r > 0, tel que B,(/,r) C A. Mais a partir d’un certain rang, on a x, € B,(l,r), donc x, € A ce qui est
impossible, donc [ € C4 et Cy est fermé.

Exercice 18 Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie et ' un sous-espace vectoriel de E.

1. Montrer que si F contient une boule ouverte de centre Og et de rayon non nul, alors F = E.
2. Que peut-on dire si F est un ouvert de E ?
3. Montrer que F est fermé.

Correction :

1. On note r > 0 tel que B,(0,r) C F. Soit ¢; un vecteur de la base, alors m&» est un vecteur de B,(0,r) donc de F.
Ainsi, F contient labasede Eet F = E.

2. Si F estun SEV de E et F est ouvert, alors F = E, puisque 0 € F, donc F contient une boule ouverte de centre 0.

3. On peut utiliser I’application continue @ : x — ||Pr(x) — x||, on a alors F = {x € E|¢(x) = 0} est fermé, ou utiliser la
caractérisation séquentielle des fermés en écrivant les coordonnées dans une base adaptées a F'.

Exercice 19

1. Montrer qu’une réunion quelconque d’ouverts de E est un ouvert de E.

2. Montrer qu’une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

3. Montrer qu’une intersection quelconque d’ouverts de E n’est pas nécessairement un ouvert de E.
4. Enoncer des résultats similaires pour les fermés.

Commentaire : a savoir refaire.
Correction :
1. Soit (0;),; une famille quelconque d’ouverts. Montrons que U O, est ouvert. Soit x € |J;; O, alors il existe i € I, tel

iel
que x € O;, et donc comme O; est ouvert, il existe r > 0, tel que B, (x,r) C O;. On a alors :
B,(x,r) C UO,-
icl

ce qui montre que | J;c; O; est un ouvert.

n
2. Soit (0;) ic[1,1] Un€ famille finie d’ouverts. Montrons que ﬂ O; est ouvert.
i=1
Soit x € (., O;, alors pour tout i € [1,n] x € O;, et donc comme O; est ouvert, il existe r; > 0, tel que B, (x,r;) C O;.
Notons alors r = min;c[y 4 (r;). La valeur r existe comme minimum d’un nombre finie de valeurs, avec de plus r > 0.
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On a alors :

Vi€ [1,n], Bo(x,r) C O; donc B,(x,r) C ﬂOi

i=1

ce qui montre que ()i.; O; est un ouvert.
3. Pour contre exemple, on peut considérer la suite d’ouverts

donc Iintersection fait {0}.

4. on peut faire par complémentaire, ou refaire les raisonnements.
Si on considére une famille finie de fermé (A;);c[; 5], alors les complémentaires : (C(A;))
On doit montrer que la réunion | J!_; A; est fermée. Or on a :

C (CJA‘) = ﬁC(Ai)
i=1 i=1

ic1, sont des ouverts.

n
C’est donc une intersection (finie) d’ouvert donc un ouvert. Ainsi : C <UA,> est ouvert et donc [JI_ A; est fermée.
i=1

Pour une intersection de fermé, c’est exactement le méme raisonnement.
Comme contre exemple, on peut simplement écrire que :

E=|JBs(0,n)
ieN

Exercice 20 Soit n > 2. Montrer que .7, (R) (ensemble des matrices symétriques) et .<7,(R) (ensemble des matrices

antisymétriques) sont des fermés de .7, (R).

Correction : on vérifie que I’application M +—+ M — M est continue et on écrit :

Z\(R) = {M e ///n(R)‘HM—MTH - 0}

Exercice 21 Soit A et B deux parties d’un espace vectoriel normé E. On note :

A+B={a+blacA,be B}

1. Montrer que si A est ouvert alors A + B est ouvert
2. On suppose que A et B sont deux fermés bornés de R, montrer que A + B est fermé et borné.

Correction :
1. Soitu € A+ B, on va montrer que u € A 1B (I'intérieur de A + B).
Pour cela, on écrit u = a+ b avec a € A et b € B et on considere r > 0, tel que B,(a,r) C A. on va montrer que
B,(u,r) C (A+B).
On considere donc z € B,(u,r), on sait alors que N(z —u) < r, et donc que : N ((z—b) —a) < r ce qui signifie que
z—Db € B,(a,r),etdonc que z—b € A ainsi, z s’écrit: z=z—b+_ b ,etdoncz€A+B.
—~ ~—
€A €B
Au final, B,(u,r) C A+ B et donc A + B est ouvert.
2. On suppose donc maintenant que A et B sont deux fermés bornés de R. Soit My et Mp tels que :
Vx€c€A x| <My et VyeB,|y <Mp

On note M = M, + Mp.
Soitu € A+ B,onécritalors:u=a+bavecacAetb<E B, etona:

lu| =la+b| <l|a|+|b| <Ms+Mp=M
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et:

Ainsi, A + B est borné.
Il faut maintenant vérifier que A + B est fermé. Pour cela, on considere une suite (u,) de A+ B convergente vers /. On
sait que 1’on peut écrire :

vneN, u, =a,+b, aveca, € A,b, €B

On utilise Blozano-Weierstrass : (a,) est une suite réelle bornée (car élément de A), donc on peut extraire une sous-suite
convergente (a(p(n)) qui converge donc vers un élément x on a x € A puisque A est fermé.

De méme (b, est une suite réelle bornée donc on peut extraire une sous suite convergente : (bw((p(n))). Cette sous-suite
converge vers y ety € B.

Comme on a :

Vn € N, ty(pn)) = y(pn) T Py(pm)

et que Yo (p.est une extratrice, la suite uy(q(,)) est extraite ‘de lasuite (u,) et converge donc vers /. Idem pour @y (n))
qui est extraite de (aq,(n)) et converge donc vers x, on a déja vu que by,(y(,)) converge vers y. D’out/ =x+y et donc
| € A+ B, ainsi, A + B est fermé.

# Limite et continuité en un point
Exercice 22

1. Sur R?\ {(0,0)}, on pose :

By

24y

g(x7y) =

La fonction g admet-elle une limite en (0,0) ?

4.2
2. Méme question avec f(x,y) = vy .
Xy

Correction :il faut bien avoir saisi la technique.
¢ Pour montrer que g n’admet pas de limite / (ou n’est pas continue) en (0,0), on construit deux suites x;, et y, de vecteurs,

de limite (0,0), et telle que limye g(x;;) 7 limyee g(yn) (0u que I'une de ces limites n’existe pas). On peut éventuellement
aussi utiliser des fonctions ¢ — @(¢) et t — y/(¢) de limite (0,0) lorsque # tends vers O et telle que :

limg (¢(r)) = limg (y(r))

t—0

On peut voir cela comme si on approchait le point (0,0) en suivant plusieurs chemin (généralement des droites).

* Pour montrer que g admet la limite / (ou est continue) en (0,0) majore g(x) — [ par une quantité qui tends vers 0.
Pour le cas de I’exercice, on obtient :

x,y)| < |x|+|y| donc  lim x,y) =0.
8(x.) < x|+ bl done  lim  g(x.y)

),

e 4+ 4r%

Vit eR, f(t,1) = " — 1 et f(t,2t)=7—>2

ainsi, f n’a pas de limite en (0,0). On peut aussi utiliser f (l l) et f (%, %)

n’n

Exercice 23 Etudier la continuité de 1’application :

27 .
zor sixy)#(0,0)

fi(ey)— {0 si (x,y) = (0,0)

Méme question avec 1’application :

c(x xz)jfyz si (x’y) 7& (O’O)
g( 7y)’—>{0 si (x,y):(070)
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[
Correction : Pour le premier :

f )<yl

Ainsi f est continue en (0,0).
Pour le deuxiéme :

1
g(t,t) — 3 et g(r,0)=0
donc g n’est pas continue.

% Produit matriciel et convergence d’une suite de matrices
Exercice 24
Soit (A,) et (B,) deux suites de matrices de M, (R) qui convergent respectivement vers A et B.
1. Expliquer pourquoi la suite (A,B,) converge vers AB.
2. Soit une suite de matrices inversibles qui converge vers A. La matrice A est-elle forcément inversible ?
3. Montrer que si la suite (An_ 1) converge et la suite (A,) converge vers A, alors A est inversible et (An_ 1) converge
vers AL

Correction :
1. L’application : ¢ : (A,B) — AB est bilinéaire sur (M, (R))?, qui est de dimension finie. Ainsi, @ est continue. On a
donc :

lim @(Ay, By) = @ <limAn,limBn> — 0(A,B) = AB
noo noo oo

On peut donc dire que la suite (A,B,) converge vers AB.
Autre méthode :
En prenant la norme infinie sur les matrices, on a facilement :

V(A,B) € Mp(R), [|AB| < p|All[|B]|

(ce qui revient a la continuité)
On a alors :

|AnBy — AB|| <[|An(By — B)|| + [|(An — A)B||
<p ([[Anlll[(Bn = B)|[ + || (An — A)]I[|B]])

2. Non pas toujours (I’ensemble des matrice inversibles est un ouvert et n’est pas fermé). Le plus simple :

1
- 0
n

qui est une suite de matrice inversible qui converge vers la matrice nulle. (En dimension p on prend A, = %Ip).
3. Dans cette question, on sait que (A,j 1) converge vers une matrice notée B et que la suite (A,) converge vers A.
Alors,on a:

vneN, A 'A, =1,

or (A; lAn) converge vers BA (avec la question 1) d’olt BA = I,,, d’ou A est inversible et son inverse est B.

| Exercice 25 Soit A une matrice de M,(R) telle que (A") converge vers L. Montrer que L est une matrice de projecteur.

Correction : II faut montrer que L> = L.
D’une part, la suite (AZ”) converge vers L (car extraite de (A")).
D’autre part : la fonction ¢ : A, B —— AB est continue car bilinéaire sur un EVN de dimension fini (M, (R)) donc :

lmA"A" =lim @(A", A") = ¢ (hmA",hmAn)
neo noo noo noo
=¢(L,L)=L?
Ainsi, la suite (AZ") converge vers L. L’unicité de la limite permet de conlure.

+# Continuité sur une partie
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Exercice 26

1. Montrer que I’application :
£ (x,y,2) — (x* +y?,sinxy,z — 2x) est continue sur R

2. Montrer que I’application :
netx

112+ 2 est continue sur R? pour n € N
X

g: (x1)—
3. Montrer que I’application :
h: (x,y) — y* est continue sur R x R’

4. Montrer que I’application :
2 1 2) o 1 :
+y°) sin (—) s1 (x, 0,0 ]
ji(xy) — {(x ’ ) o D)= (00 est continue sur R?
i 0,0

5. Montrer que I’application :

Mn(1+xy) six#0
y six=0

est continue sur son ensemble de définition.

p:(xvy)%{

Correction :
1. On passe par les coordonnées :

(x,y,2) — x* +y* est continue car polyndme
(x,y,2) — sin(xy) continue comme composée de (x,y,z) — xy et 7 — sin(t)

(x,y,2) — z— 2x est continue car polyndme

2. L’argument clé est : V(x,¢) € R 1 +1> +x> # 0.
3. 1l faut passer par la forme exponentielle :

(x,y) — exp (xIn(y))

4. Tl'y a un probleme en (0,0), on peut écrire :

. 1
(x2 —i—y2) sin <x2 +y2> ’ < (x2 +y2)

V(x,y) # (0,0),

D’ot la continuité.
5. Déja I’ensemble de définition est {(x,y) € R*[xy > —1}.
Cet ensemble doit étre dessiné.
Ici on a un probléme en tout point de la forme (0,y). On considére donc un y quelconque. On a :

1
Y(h,k) € R?, suffisamment petit, SIn(1+h(y+h) <y+k
donc :
1
V(h,k) € R?, suffisamment petit, A In(1+h(y+k))—y| < K]

En particulier :

li 0+hy+k)= (0
(h,k)lf?op)f( +h,y+k) = f(0,y)

ce qui montre que la fonction f est continue en (0,y), et donc qu’elle est continue sur son ensemble de définition.

% Fonctions lipschitziennes

54



Exercice 27

Cas des fonctions de R dans R
On considere f et g deux applications de R dans R.
1. On suppose que f est de classe €' sur un segment [a, b].
Montrer que f est lipschitzienne sur [a, D]
2. On suppose que f est de classe €' sur R.
Prouver que f est lipschitzienne sur R si et seulement si f” est bornée sur R
3. On suppose que f et g sont bornées et lipschitzienne sur R.
Montrer que fg est lipschitzienne sur R.
Montrer que le produit de deux applications lipschitzienne n’est pas toujours lipschitzienne sur R.
On suppose que f est lipschitzienne sur R.
Montrer qu’il existe deux réels positifs A et B tels que : Vx € R, |f(x)| < Alx|+ B.

A g

Correction : le principe est de relier le théoreme des accroissements finis et les fonctions k lipschitzienne. C’est I’inégalité
des accroissements finis.
1. f’ est continue sur le segment, on peut donc appliquer le théoréme « continue sur un segment » a f’. On en déduit :

M € R, Vx € [a,b], |f'(x)| <M
et donc si on fixer (x,y) € [a,b], avecx < y,ona:
Ve €la,bl, f(x) = f(y)=f(c)(x—y)
ce qui donne :
f () = fO) < Mlx—y]|
2. Si f” est borné, on procede comme a la question précédente. Si on suppose f k-lipschitzienne, alors on écrit :

f+h) —f(x)
h

Vx eR, VheR, <k

ce qui montre que :
Vx eR, |[f/(x)] <k

3. Il suffit d’écrire :

(f8)(x) = (f8)(y) = f(x) (g(x) —g(y)) + () (f(x) — F())

Puis de majorer.
4. Le plus simple est de prendre le produit de x — x avec lui-méme.
5. Onécritpourx € R :

I <[f(x) = F(0)[+£(0)]
<klx|+[£(0)]

Exercice 28 Applications aux suites récurrentes

Soit :

* (E,N) un espace vectoriel normé de dimension finie,

* f une application k-lipschitzienne de (E,N) dans (E,N),

* o un vecteur de E tel que : f(a) = o

* et (u,) une suite de vecteurs de E définie par ug € E et pour tout n € N, u,1 = f(up).
1. Montrer que Vn € N, N(u, —a) < k"N (up— o).
2. Que peut-on dire dans le cas ou |k| < 1?

Correction :
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1. on applique la relation de lipschitz avec x = u, et y = o. Cela donne :

N (f(un) = f (@) < kN (, — )
cad : N (up+1 — &) < kN (u, — @)

on finit par récurrence.
2. Dans ce cas (u,) converge vers Q.

Exercice 29 On veut montrer que :

E — E . .
f: { 7 est lipschitzienne de rapport 2
X — —
max(1,x[])

C’est-a-dire :

V(x,y) € E%, 1f(x) = fO)II < 2llx—yll

1. Montrer que la relation est valable dans le cas de vecteur de B,(0,1) :

V(x,y) € (Bo(0,1))%, [1£(x) = FO)II < 2llx—l|

2. On suppose dans cette question que x € B,(0,1) ety &€ B,(0,1).
(a) Calculer f(x) et f(y).
(b) Montrer la relation :

1) = FO)I < lle—ll+ Hy— nylnyH

(c) Montrer la relation :
1
y ==yl < llx =yl
I
(d) En déduire que | £(x) — (3)]| < 2]lx— ]
3. On suppose maintenant que x ¢ B,(0,1) ety & B,(0,1).

(a) Montrer :

et
If(x)—fO)ll = R

(b) Montrer :
11 = Bt | < 20—

(¢) En déduire que || f(x) — f(y)[| < 2[]x -]
4. Conclure.

Correction :
1. Danscecasona f(x) =xet f(y) =y. Ainsi || f(x) — f(y)|| = [[x—y]|.
2. On suppose donc x € B,(0,1) ety & B,(0,1).
(a) Clairement : f(x) =xet f(y) = H;—,Hy.
(b) On calcule puis on applique I’'inégalité triangulaire :

1F () = Ol =

1
X— =y
Il

1
x—y+y- yH
[yl

1
<=yl +ly - m)’
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(c) Ona:

bl -]
[ Nl
=yl -1
<yl = ]l car [|x[| <1
<[yl = xll] car ||x|| < |y
<Jlx =yl inégalité triangulaire renversée.

(d) Evident avec ce qui précede.

3. (a) Ona:
Hﬂw—ﬂwu=hwx—mwﬂ
[ tx= iy |
T

(b) On écrit :
[yl = [lx[ly = [[¥[|x =) + ([[y]] — [|[]) ¥

D’olu

[0l = Dy <[yt = ) + Ut = Bt |
<yl =yl + il =l
<yl =l + Iy =)
<2yl =yl

(c) Aufinal :
2

176) = FON < plhe=1

<2fx—yl

4. La fonction est bien lipschitzienne.

+ Continuité des applications linéaires et bilinéaires
Exercice 30 On identifie tout vecteur x de R" au vecteur colonne X de .#, 1 (R) contenant ses coordonnées dans la base

canonique.
Soit A une matrice de .#,(R) donné, on note ¢ 1’application de R” dans R définie par :

o(x) = XTAX

1. Montrer que @ est continue.
2. On note S la sphere unité de R”.
En déduire qu’il existe deux réels a et b tels que :

VX €S, a<o(X)<betI(X,X) €% @(X1) =aet (Xp) =b.

3. Soit A une valeur propre réelle de A. Montrer que A € [a,b].

Correction :
1. L application (X,Y) —+ XTAY est bilinéaire et donc continue sur R” x R" (car de dimension finie). On compose par

I’application X — (X,X) de R” dans R” x R" (clairement continue). On en déduit que ¢ est continue.
2. Continuité sur un fermé borné en dimension finie.
3. On sait qu’il existe X tel que AX = AX. On normalise en posant :

1
Y= ——XeS
11

OnaAY =AY, donc 9(Y) = AYTY = A|)Y|* =
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Exercice 31

1. Soit I’application :

g: { HyR) = My (R) ou P € GLy(R)

A +—> PAP!

(a) Montrer que g est continue sur .#,(R).

(b) Soit A et B deux matrices semblables de .#,(IR), montrer que la suite (A"),cn converge si et seulement si la
suite (B"),en converge.

(c) Soit A une matrice diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffisante sur son spectre pour que

(A"), oy converge.
2. On considere 1’application :

f.{(///q(R))z = Me(R)
' (A,B) — AB

(a) Expliquer pourquoi f est continue.
(b) Soit M une matrice fixée telle que la suite (M™) converge vers une matrice L.
Montrer que L est la matrice d’un projecteur.
(c) Soit A et B deux matrices telles que la suite ((AB)") converge. Montrer que la suite ((BA)") converge.
3. On considere 1’application :

| #4R) — R
d'{ A det(n)

(a) Expliquer pourquoi d est continue.
(b) En déduire que I’ensemble des matrices inversibles GI,(R) est un ouvert de .#,(RR).
(c) Soit (A,) une suite de matrice convergeant vers une matrice A et soit z un complexe. Montrer que :

lim 74,(2) = xa(z)

n—r—oo

(d) Soit a un réel, montrer que :
Vz€C, |z—al > |Im(z)|

(e) Soit P un polyndme unitaire de R[X], montrer que P est scindé dans R[X] si et seulement si
Vz€C, |P(z)| > |Im(z)| ")

(f) En déduire qu’une limite d’une suite de matrices trigonalisables de .#,(IR) est trigonalisable dans RR.
(g) Soit la suite de matrice (A,) définie par :

1+e™" 1

montrer que la suite (4,) est une suite de matrices diagonalisables qui convergent vers une matrice non
diagonalisable.
4. Soit (A,) une suite de matrice inversible qui converge vers une matrice A.
(a) As-t-on A inversible ?
(b) On suppose A inversible, montrer que (A,j 1) converge.
(c) Si on considere maintenant (A,) une suite de matrice qui converge vers une matrice A inversible. Montrer qu’a
partir d’un certain rang A,, est inversible.

Correction :
1. (a) gestlacomposé de deux applications .#Z,(R) — .#,(R) :

fi: A PA et fr: A— AP
REM : g = fi o fo = f>0 f1, les deux applications f; et f> commutent, c’est 1’associativité.
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L application f est linéaire et .#,(IR) est de dimension finie, donc f; est continue. De méme pour f>, ainsi par
composée, g est continue.
Autre rédaction : g est linéaire en dimension finie donc continue.

(b) On note P telle que B = PAP~! On a alors :

VneN, B" = PA"P™! = g(A")

Comme g est continue, on voit que si (A"),c converge vers une matrice L, alors (B"),cn converge. Précisément :
limB" = limg(A") = g (limA”> —g(L)=PLP".
noo neo noo

Pour la réciproque, il suffit d’écrire : A = P~!BP et donc d’appliquer ce qui précéde en remplacant la fonction
g : A+ PAP~! par la fonction & : B+ P~'BP (qui est aussi une fonction continue).

(c) Soit A une matrice diagonale et D une matrice diagonale et P une matrice de passage telle que A = PDP~!.
On a vu que (A"), oy converge si et seulement si (D), converge. Oron a :

VneN, D" = ) avec SP(A) = {Al, ... ,lq} non nécessairement distincts.
n
A
La suite (D") ne peut converger que si ses termes diagonaux vérifient :

ViE[[l,qﬂ, |li|<1 oul; =1

Au final, la suite (A"), . converge si et seulement si tous les éléments de son spectre sont soit de valeur absolue /
module strictement inférieur a 1, soit égaux a 1.
REM : la suite (A") converge alors vers :

(le 1 est écrit autant de fois que dans D, les autres termes diagonaux sont nuls)
(a) L’application f est bilinéaire et (.7, (R))? est de dimension finie. Donc f est continue.
(b) On a d’un coté :

limM* =L
oo
de ’autre :
llilglen =lim (M"M") = lim f (M", M")
=f <lli1£13’1Mn, lrilglM”) par continuité de f
—f(L.L) =L
(c) On note C = lim,.(AB)"
L’idée est la méme que la question précédente :
lim(BA)" =1im B x (AB)" ! x A
=B x ligl(AB)”*l x A = BCA

en utilisant deux fois la continuité du produit.
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3. (a) Lapplication d est g-linéaire et .#,(R) est de dimension finie. Ou simplement le déterminant est polynomial en
les coefficients de la matrice.
(b) Par définition :

Gly(R) = {A c ///q(R)‘d(A) £ 0} = d~' (R

c’est donc un ouvert car d est continue.

(c) Ona:
ngr-li-looxA ( ) ngr-&l-lw det (An B qu)
=det < 1iI_E (A, — xlq)> par continuité du déterminant
n—r 400
=det (A —xI,) car nLnEw (Ap—xly) =A—xl,
=2a(x)

(d) Soitdoncze C,ona:
|z—a| > [Im(z —a) or Im(z—a) =Im(z)

(e) Supposons que P est scindé dans R[X], on écrit alors :

P=]T(X—a)% (a;) les racines réelles, d’ordres respectifs (o;)

q
i=1

1

Soit maintenant z € C, on a alors :

q .
=[1lz—al*>
i=1

Réciproquement, supposons que :

Im(z)|* = [Im(z) |

q
=1

1

Vz e C, |P(z)| > |Im(z)|"®

et montrons que P est scindé dans R[X]. On le décompose dans C[X] (ot il est scindé) :

P=[1(X—a)% (a;) les racines complexes, d’ordres respectifs ()

q
i=1

1

Il faut donc montrer que les racines sont toutes réelles.
Montrons que a; est réelle. Pour cela, on a :

P(ar)] = [Im(ar)[*") or P(ar) =0

d’ott Im(a;) =0 et a; € R. C’est le méme raisonnement pour toutes les racines.
(f) Soit une suite de matrice (A,) trigonalisable qui converge vers une limite L.
Notons ¥, leur polyndme caractéristique de A,. On a que ¥, est scindé pour toute valeur de n. On sait que : pour
tout x € R, limpe. X, (%) = xz(x). Ce résultat étant vrai pour x € R, il est aussi vrai pour tout z € C.
Comme y, est scindé, on a :

VneN, Vze C, |xu(z)] = [Im(z)[?
on fixe z € C quelconque, puis on fait tendre n vers +oo, ce qui donne donc :
VzeC, |x(z)| > [Im(z)|*

donc y; est scindé, et donc L est trigonalisable (puisqu’elle annule y;, qui est scindé).
(2) Pour n € N, la matrice A, est diagonalisable, car son spectre est : {1 +e~",1 —e ™"}, et donc elle a deux valeurs
propres distinctes or elle est de taille 2. Donc toutes les matrices de la suite sont diagonalisables.

La matrice limite <(1) i) n’est pas diagonalisable.
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4. (a) Clairement non. Un contre exemple tout simple : A, = %Iq de limite nulle.
(b) Méthode (hors-programme) : 1’application :

M —s M L_—Com(M)"

. GL,(R) — GL4(R)
i:
= det(M)

est continue puisque chaque coefficient de la commatrice est un déterminant et donc une application polynomiale
des coefficients de M. La déterminant aussi et il est non nul. Ainsi, on peut écrire :

lima, ' =limi(A,) = i (lima, ) = i(4) =4~"
noeo noo noo

Méthode 2 : on sait que A, ! est un polyndme en A,,.
On reprend la démonstration de ce résultat pour déterminer I’expression de ce polyndme :

Xn(An) = 0 s’écrit : (X — 22(0)) (4,) =1,

1
2(0)

et donc :

o oL 2t xa(0)
Anl =P,(A,) ou P, = 200 ( ¥ )

(P, est un polynéme car X divise ¥, — x.(0)).
Il reste a passer a la limite. On doit étudier la limite de la suite de polynéme F,.
Onavuque:

Vx € R, limx,(x) = xa(x)

et donc :

) 1 x4 —x4(0)
Vx € R, limP,(x) = Py(x) avec Py =
REM : c’est la convergence simple, on aimerait montrer que cela implique la convergence dans 1’ensemble des
polynomes, ie la convergence des coefficients. Ici, ¢’est simple car il s’agit de polyndme de degré fixé g. Donc
comme R, [X] est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
On choisit par exemple comme norme de polynome dans R, [X] :

VP e R, [X], |P]: = kiOIP(k)I

C’est clairement une norme. De plus,

q
lim|| 2, — Pl = Y [P (k) — Pa(k)] = 0
" k=0
et donc P, converge vers Py. REM : on vient de prouver que la convergence simple implique la convergence dans
R,[X] et donc pour tout norme.
Considérons maintenant une autre norme pour R,[X], liée aux coefficients :

a
vP =Y aX* € R X], |P|la = max |a]
=0 k=0...q

C’est une norme équivalente, et donc P, converge vers Py signifie que chaque coefficients de P, converge vers le
coefficient de Py.
On décompose en coefficient :

q q
VneN, P, = Z ak,nXk et Py = Z Bka
k=0 k=0
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etona:

Vk € [[OaCIﬂ ’ lim O = ﬁk
Maintenant la relation A ! = P,(A,) s’écrit :

q
VneN, A=Y oA,
k=0

Fixons k € [0,g] et regardons la limite de (OtkmA';). On a limye, 0y , = Py et lim,... AX = A¥ (par continuité du
produit matriciel) et donc :

lim oy , A% = BA*

noo

par somme de limite, on peut donc écrire :
q q
limP,(A,) =1lim Y oAy = Y BlA = P(A)
e " k=0 k=0

Ainsi, (A, ") converge et sa limite est P(A) cad A~
Cela revient a dire que GL,(IR) est un ouvert : comme A € GL(R), il existe une boule de rayon r > 0, de centre A

incluse dans GL(RR). Au bout d’un certain rang, les éléments de la suit (A4,) sont dans cette boule.

Pour une démonstration directe : On a : lim,.. det(A,) = det(A). Posons € = w. Comme le déterminant est

continu, il existe un o > 0, tel que :

VM € #,(R), M —Al < a = |det(M) —det(A)| < €
avec la valeur choisie de €, cela assure que :

VM € 4y (R), M —A|| <o = det(M) #0
et donc :

VM € #,(R), M —A| <o = M <€ GL,(R)
Maintenant, comme lim,.A,, = A, on est siir que :

dnp €N, Vn > ny, |A,—A|| < o
et donc :

Vn > ng, A, € GLy(R)
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10 — Calcul différentiel

| Equations différentielles linéaires scalaires

Le but de cette section est de reprendre ce qui a été vu en premicre année en
prolongeant un tout petit peu vers le cas des coefficients non constants.
La lettre I désigne un intervalle de R, et K désigne le corps (R ou C)

Définition 1.1 On appelle €quation différentielle linéaire scalaire du se-
cond ordre sur I'intervalle I une équation du type :

(E)  Y'+a(t)y +b(t)y=c()

ol a, b et ¢ sont des fonctions / — K continues sur / intervalle de R.
La fonction y est dite solufion de (E) sur I si elle est deux fois dérivable sur /
et:

Ve €L y'(t) +a(t)y (1) +b(e)y(r) = c(t)
L’ équation homogene associée est :

(H)  Y'+a(t)y +b(t)y=0

% Ecriture sous la forme d’un systéme d’ordre 1
Soit (E) I’équation : y" + a(t)y’' + b(t)y = ¢(t), on note :

i oty ) 2 (o)

et on considere le systeme différentiel (F) : X’ = A(¢)X 4+ B(t). On a alors le résultat
suivant :
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Proposition 1.1 Si la fonction (scalaire) y est solution de (E) alors la fonction

(vectorielle) X : f — <))j,((tt))> est solution de (F).

Réciproquement, si la fonction (vectorielle) X : t — <

y(t)

2(1)
(F), alors y’ = z et y est solution de (E).
C’est I’écriture de I’équation différentielle d’ordre 2 sous la forme
d’un systéme d’ordre 1.

> est solution de

Démonstration. Supposons y est solution, alors on a :

veel, X'(t) = (;l,((tt)))

=A(1)X +B(t)

Ainsi X est solution.

Réciproquement, supposons X solution, et notons X : £ —» (i g ; > on a alors ;
veel, X'(t) = @:8)
—A(t)X +B(t
(4t -an) () (o)
:(—a<> (1) Zt)) (1) + <>>
D’ouy’ = z ety est solution de (E). [ |

= Exemple 1.1 Comme vu en IPT : écrire y” + §y = 0 sous la forme d’un systeme
d’ordre 1, on écrit :

()= ) 0)

D’ou le systeme :

o0

Structure de I'ensemble des solutions
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Proposition 1.2 Soit f une solution particuliere de 1’équation (E) sur [ et y une
fonction I — K.

La fonction y est solution de (E) si et seulement si elle s’écrit y = f +z ol z est
solution de (H).

Démonstration. Méme démonstration que d’habitude. |

Théoréme 1.3 — Théoréme de Cauchy linéaire. Soit a, b et ¢ trois applications

continues sur un intervalle 7, 7y un point fixé de I et (yo,y;) un couple d’éléments de
K fixé.
Alors il existe une unique fonction solution du probléeme de Cauchy :

Y'+a(t)y +bt)y=c(t)
y(to) = Yo
) 0

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme de Cauchy linéaire au systéme d’ordre
1 associé. |

Corollaire 1.4 — Dimension de I'espace des solutions de I’équation homo-
gene. Considérons (H) I’équation homogene d’ordre 2, avec a et b continues.
Alors . est un sous-espace vectoriel isomorphe a K2,
En particulier, dim (/) = 2.

Démonstration. C’est la dimension de ’ensemble des solutions de X' = A(¢)X avec A
de taille 2! [
% .y est un plan dans 1’espace des fonctions de classe €.

Définition 1.2 On appelle systéeme fondamental de solutions de I’'équation
homogeéne toute base (f1, f>) de ..

.2 Cas des coefficients constants

Dans cette partie, on considere le cas de I’équation :
(E):  Y'+ay +by=ct)

ol a et b sont deux éléments de K et ¢ une fonction continue sur un intervalle / de R.
C’est le cas étudié en premiere année.
Pour commencer, on va chercher a I’écrire sous la forme d’un systeme d’équation
différentielle du premier ordre. On pose donc :

()
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etona:

X'= <ny//> - <c<z> e by)

#* Equation homogéne
On peut commencer par retrouver le résultat sur les solutions de I’équation homo-
géne vu en premiere année.

(H):y"+ay +b'y=0

Co S 1
Ce qui est équivalent a I’équation : X' = AX avec A = <—0b —a) .

On doit diagonaliser la matrice A, on calcule alors y4 = X +aX +b.
CAS 1: Si x4 a deux racines r; et rp, alors A est diagonalisable. On écrit alors :

A=PDP™',  avecD= <” 0)
0 rn

On pose alors Y = PX pour obtenir que Y’ = DY, puis que :

rit
Yit—> <gl Z’Z’) pour un certain couple (Cy,C,) € R?
2

Puisque X = PY, on écrit :

C rit
p— (91 a2 et done X — (@11 412 16”
a1 axn a axn) \Ce”
En regardant la premiere ligne de X (ie la solution y), on obtient bien le résultat
d’existence de (a, B) tels que :

y:it—s o + B’

pour des valeurs de (o, ) a déterminer (par exemple avec les conditions initiales).

% On aurait pu aussi constater que ¢ — e"' et t — €™’ sont deux fonctions de
-y qui forme une famille libre, donc une base de ..
Cas 2 :Si x4 admet une racine double, notée r, alors A n’est pas diagonalisable (car
sinon A serait égal a rl,) mais trigonalisable (puisque Y4 est scindé).
On écrit :

A=PrpP! avec T = (r 1)
0 r

On note alors Y = PX, eton obtient : Y’ =TY.
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On résout par remontée ce systeme du premier ordre :

B-6)6)
A} 0 r/\»
¥5 = ryz, d’olt y, = Ce" pour une certaine valeur de C. Puis :

Yy =ry; +Ce"

on a une équation d’ordre 1 les solutions de 1’équation homogene sont de la forme
t — Ke', puis il reste a trouver une solution particuliére, sous la forme ¢ +— Aze”
(résonance). On obtient alors A = C. D’ol y; :  + Cte' + K avec K € R (le C est celui
choisi pour y»;).

On voit alors que Y s’écrit :

(G -I-Czt)ert)

Yitr— ( Cre

puis comme X = PY, on en déduit comme précédemment que la premiére compo-
sante y s’écrit sous la forme :

yit— (a+Br)e"  (a,B) R

% Ici aussi on peut procéder a I’envers : on constate que les fonctions — e’ et
t — te’" sont solutions et comme elle forme une famille libre, c’est une base de
SH.
Cas 3 : Dans le cas ou x4 n’a pas de racine réelle, on est obligé de passer par les
complexes. On a deux racines complexes conjuguées o + i3 de 1’équation caractéris-
tique, ce qui donne deux fonctions solutions :

o:t— et et @it ¥ P

Ces deux solutions sont une base de 1I’ensemble des solutions a valeurs complexes de
I’équation homogene.
Si une fonction réelle f est solution, alors nécessairement elle s’écrit :

f=Ce@+ D@ avec (C,D) € C°.

puis comme f est réelle, on en déduit que C = D, on constate alors que f s’écrit sous la
forme :

fit— e* (Acos(Bt) + Bsin(Bt))

% Méme remarque ici.

#* Cas d’un second membre
Pour trouver une solution particuliere de I’équation (E) : ¥y’ +ay’ +by = c(t), il n’y
a pas dans le programme de méthode a connaitre (en particulier, pas de variation de
la constante).
Les deux seuls cas particuliers au programme sont :
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* Sic(t) est de la forme : Ae”, alors on cherche une solution sous la forme :

t — Be" si r n’est pas solution de I’équation caractéristique
t — Bte si r est racine d’ordre 1 de I’équation caractéristique
t — Br?e" si r est racine d’ordre 2 de 1’équation caractéristique

On retrouve le phénomene de résonance évoqué en premiere année.
* sic(t) est de la forme A cos(wr) ou Asin(@t), on cherche une solution sous
la forme :

t — Bcos(t) + Csin(wt)

% On peut ajouter le cas ol ¢ est un polynéme (on cherche alors un polyndme du
méme degré).
Comme technique a connaitre, on a aussi le principe de superposition des solu-
tions et le passage aux complexes.

Exemples
= Exemple 1.2 Résoudre : y" +y — 2y = cos(2x) +3e~ >
Le polyndme caractéristique est X2 +X —2 = (X — 1)(X +2).
On cherche tout d’abords une solution a y” +y — 2y = cos(2x) sous la forme
y 1 x— ocos(2x) + fBsin(2x).
On calcule :
y(x) =acos(2x) + B sin(2x)
¥ (x) =2 cos(2x) — 20 sin(2x)
y'(x) = —4ocos(2x) — 4B sin(2x)

en faisant /5 + I, — 21/;, cela donne :
cos(2x) =(2B — 6a) cos(2x) + (—68 — 2a) sin(2x)

On trouve un systeme 2 X 2 :

2B —6a=1
—6B—2a=0

: __3 _ 1
de solutlona——z—q etﬁ—ﬁ.. .
On cherche ensuite une solution a y” +y' — 2y = 3¢~2*. Il faut chercher une solution
sous la forme y : x — otxe™>*. On dérive deux fois :

y(x) =oxe >

Y (x)=a (1 —2x)e ®
Y'(x) =0 (=2 —2+4x)e >
=a(—4+4x)e >

on fait I3 4 [, — 211, pour obtenir @ = —1.
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On obtient :

_ . 3 1 . X —2x
S = {y.t|—> 2Ocos(2x)+20 sin(2x) + (A —x)e* + ue

(A,u) € Rz}
|
» Exemple 1.3 Résoudre dans R, I’équation :

3 3 3

" /
_Z Ty=—14+=
y ty +t2y +t2

L’énoncé indique : chercher une solution sous la forme d’une fonction polynomiale.
On écrit donc I’équation sous la forme (c’est plus simple pour voir les polyndmes) :

2y =3ty +3y=—1*+3

On regarde donc en premiere le degré du polyndme et le terme dominant.
On écrit :

yit—apt"+...
et donc :

Ve >0, y(t) =a,t" + ...
Y (1) =nat" '+ ...
V() =n(n—1)a," 2+ ...

Ainsi avec 1213 — 3ty +1; :
2" (£) — 3ty () + 3y(r) =ay (n(n 1) =3+ 3)tn ¥
=a,(n® —4n+3)"+ ...

or on veut que : t2y"(t) — 3ty'(t) + 3y(t) = —t> + 3, il faut donc que n = 2 ou que
n?>—4n+3=0,ien=1oun=23.

On a donc obtenu : le degré de y est inférieur ou égal a 3.

Donc y s’écrit :

yitsat® +bt* fct+d
Ainsi :
yitsar® +bt? +ct+d

y it 3ar> +2bt +¢
y' it s 6at +2b

et donc toujours avec 12l —3th +1; :

2y (1) = 3ty(t) +3y(¢) =ar® (6 —9+3) + bt*(2— 6 +3) +ct(—3+3) +3d
=—br*+d



I.1

70 Calcul différentiel

on veut donc : V¢ > 0, —bt2+3d = —1*+3. Ainsi, b =1 etd = 1, les valeurs de a et ¢
sont libres.
On a obtenu que toute fonction de la forme :

t—sar +1>+bt+1

est solution quelque soit les valeurs de a et b dans R. Il faut ensuite se demander
si il existe d’autres solutions (qui pourraient ne pas étre polynomiale), et 1a c’est le
théoréme de Cauchy linéaire qui donne la réponse. La fonction ¢ — ¢2 4 1 est solution
(particuliére) de 1’équation. Les fonctions t — ¢ et  — ¢ sont solutions de I’équation
homogene (on peut le vérifier rapidement), comme elles forment une famille libre, il est
clair que c’est un systeme fondamental de solution, ie une base de .#%. Toute solution
de (H) s’écrit donc sous la forme ¢ — at® + bt.
On en déduit donc bien obtenu I’ensemble des solutions :

S = {z»—>m3+z2+m+1

(l,u)eﬂy}

Dérivabilité des fonctions vectorielles

Extrait du programme :

L’ objectif de cette section est de généraliser aux fonctions a valeurs dans R" la
notion de dérivée d’une fonction numérique.

Toutes les fonctions sont définies sur un intervalle / de R et a valeurs dans R”.

Interprétation d’une fonction & valeurs dans R” comme courbe paramé-
trée
Extrait du programme :

L’étude et le tracé d’arcs paramétrés sont hors programme.

On fixe dans ce chapitre un repére (O, _i>, ?) du plan et un repere (O, _i>, ?, ?) de
I’espace. Avec ce repere, on identifie les points M du plan (resp. de 1’espace) avec les
éléments de R? (resp. de RY).
% Définitions
Définition 11.1 Soit 1 < k ou k = +o.
Un arc paramétré (ou courbe paramétrée) de classe €* du plan est la
donnée d’une fonction f : I — R? ot / est un intervalle de R.
On parle d’arc paramétré de 1’espace, lorsque f est i valeurs dans R3.
Le point de parametre ¢ noté M(t) est le point de coordonnées f(¢) dans le
repere choisi.
On considere aussi le sUppPOrt de I’arc paramétré :

= {M(t)‘t e]}
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I Le couple (1, f) avec I I'intervalle et f la fonction est un paramétrage de I'.

% Physiquement, cela s’interpréte comme la trajectoire du point mobile.
Souvent on note

r:{x(t)::: tel,

2
cela corresponds a : f : { = R

to— (x(1),¥(1))

% Un méme support peut étre défini par plusieurs paramétrage. Par exemple le
cercle peut étre paramétré par :

R — R? [0,27] — R?
K 0 — (cos@,sin@) K 6 — (sin@,cos@)
et le quart de cercle peut étre paramétré par :

=11 - R?
g'{ r— (t,V1—1?)

% Ce dernier exemple montre qu’une courbe représentative d’une fonction réelle de
la variable réelle y = f(x) corresponds en fait a 1’arc paramétré : x — (x, f(x)).
La différence entre un arc paramétré est la courbe représentative d’une fonction
est qu’il peut y avoir plusieurs points avec la méme abscisse.

% Tangente aux points réguliers
Définition 11.2 — Point régulier, point stationnaire. Le point M(z) = f(¢) est
régulier lorsque f'(¢) n’est pas le vecteur nul. Dans le cas contraire, le point M(¢)
est irrégulier ou stationnaire.
L’arc paramétré est dit régulier lorsque tous ses points sont réguliers.

% Physiquement : un point stationnaire M(¢) corresponds a un temps ot le point
mobile dont on regarde la trajectoire a une vitesse nulle. En particulier, siil y a
des points stationnaires, la courbe peut avoir des coins.

Définition 11.3 — Tangente. Soit f : I — R? un arc paramétré et 1y € 1.
On dit que la courbe paramétrée I" admet en M(1y) une tfangente si

1
le vecteur unitaire ———— (M (to)M(t ) admet une limite lorsque t — 1y
1M (20) M (7))

Autrement dit si :

1
1f(2) = f(20) |

(f(t)— f(t0)) admet une limite lorsque  — £
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I La tangente est alors la droite passant par M(¢) est dirigé par ce vecteur limite.

% On distingue parfois les deux demi tangente comme la limite a droite et a gauche
t)— J &
de M lorsque ¢ tends vers f.
1£(2) = f(t0) |
Proposition Il.1 Soit f : I — R? un arc paramétré et ty € I. Si M(t) est un point
régulier (ie si f’(fo) # 0), alors la courbe paramétrée I" admet une tangente en M (1))
qui est la droite passant par M (ty) et dirigée par f’(19).

Démonstration. Admis. [ |

Ainsi, une fonction f : I — R? s’interpréte comme la trajectoire d’un point mobile
M(t)rer.
Le vecteur dérivée f'(zp) s’interpréte comme le vecteur vitesse au point M(zy) .

Dérivabilité en un point
% Rappel sur les limites des fonctions de R dans R”
Soit / un intervalle de R, f: I — R", a € R un point de / ou un bords de / et [ € R".
On dit que lim,_,, f(x) = [, lorsque :

Ve >0, Jo>0¥xel, [x—a| <= [|f(x)—I] <e.

en particulier, pour a € I, f est continue en a lorsque lim,_,, f(x) = f(a), ce qui s’écrit
donc :

Ve>0,dJo>0Vxel, [x—a| <= || f(x)— f(a)|| <e&.

A priori, ces définitions dépendent de la norme choisie sur R”. En fait, comme on
est en dimension finie, on verra que cela ne dépends pas de la norme choisie. On peut
donc prendre n’importe quelle norme de R”, en particulier, on choisit souvent la norme
canonique.

Avec ces définition, pour deux fonctions f et g : I — R”, on peut définir par
exemple :

_ EPAY
/) = gt o ((x—a))
Si:
li ! =0
G —ay (f(x)—gx) =
On peut aussi dire que 0 ((x—a)") désigne (x—a)"e(x) ol € : I — R” est une fonction
xX—a
vérifiant lim&(x) = 0.
xX—a
Enfin, la limite de la fonction est la limite des applications coordonnées : si & =
(e1,...,en) une base de R" et (f;);c[1 ) les applications coordonnées de f relativement
a cette base, ie Vx € I, f(x) = <f1 (x),... ’f”(x)>3g' Sionnote ! = (Iy,...,1,)%. Alors :
lim f(x) =1 < Vi€ [l,n], lim fi(x) =
X—a

xX—a
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Définition 11.4 — Dérivabilité en un point. On dit que la fonction f : I — R" est
dérivable en a € I si, et seulement si, 1’application taux d’accroissement en a :

Na) — R
T“' x — —— (f0) - f(@)

admet un vecteur L de R” pour limite en a.

Le vecteur L est alors le vecteur dérivée de f au point a et ce vecteur est
noté f'(a).

Lorsque le taux d’accroissement n’admet qu’une limite a droite (resp. gauche),
on parle de dérivée a droite (resp. gauche) notée f}(a) (resp. fy(a)).

Notation IL.1. On note le vecteur dérivé : f'(a), Df(a) ou encore %(a). Pour les

dérivées a droite / gauche, on note : f}(a), Df(a™) ou encore %(a*).

p) Clestbien: (f(x) — f(a)) (scalaire x vecteur).

X—a
% Ecrire lim 7,,(x) = L signifie :
X—a

Ve>0,3Jo>0,Vxel, (x€la—a,a+a]= ||T,(x)—L| <¢€)

Ici, ||-|| désigne la norme dans R”, ( ||7,(x) — L|| désigne donc la distance). On
peut choisir la norme canonique ou une autre norme.

Comme on le verra dans le chapitre sur les espaces normées que cela ne dépends
pas du choix de la norme.

% Si a n’est pas une extrémité de / (on dit que a est un point intérieur a /), alors
f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a gauche et a droite et

fa(a) = fy(a).

% Physiquement, c’est le vecteur vitesse du point mobile.
Une fonction f : I — R" est en fait la donné de n fonctions (fi,..., f,) de I dans R,
définie par :

Vxel, f(x) = (fl(x),...,fn(x))

La proposition suivante montre que 1’étude de la dérivabilité de f peut se ramener a
I'étude de la dérivabilite des n fonctions ( £, S (x)) .

Proposition 11.2 — Caractérisation par la dérivabilité des applications co-
ordonnées. Soit % = (e1,...,e,) une base de R" et (fi)ic[1,, les applications
coordonnées de f relativement a cette base, ie Vx € I, f(x) = ( fi(x),.. o, fu (x))ﬁ

On a alors : f est dérivable en a si et seulement si ses applications coordonnées
sont dérivables en a.
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I Dans ce cas,on a: f'(a) = (fl’(x),...,f,g(x))%.

Démonstration. On va faire la démonstration dans le cas n = 2 pour faciliter les nota-
tions.
Commengons par un rappel : si f: 1 — R? et L= (L{,L,) € R?, alors lim f(x) = L
xX—a
est équivalent a lim fj (x) = L; et lim f,(x) = L.
xX—a X—a

Notons 7! le taux d’accroissement en a de f; et T2 le taux d’accroissement en a de

fa.

On vérifie alors :

1
—a
1

x—a
1

Vx eI\ {a}T,(x) = (f(x) = f(a))

(7 (0), 22)) — (fa(a), fa(a)
() — fi (@) —— (o) fz(a))>

X—a X—a

(7). 72(x))

Autrement dit : T, est le taux d’accroissement de la fonction vectorielle f, on
constate que la premiere composante de T, corresponds au taux d’accroissement de la
premiere composante de f. Idem pour la deuxieéme.

Ainsi en appliquant le rappel a 7 :

lim 7, (x) = (L1,Lp) <= <lim T!(x) =Ly et imT?(x) = L2>

xX—a xX—a xX—a

ce qui signifie que f est dérivable en a si et seulement f] et f, sont dérivable en a et
dans ce cas on a bien f'(a) = (f{(a), f5(a)). [ |

% Essentiellement, on dérive donc composante par composante des que cela est
possible. L’idée est la méme que la continuité vue en premiere année : augmenter
la dimension dans I’espace d’arrivée n’est pas un probleme on se ramene a I’ étude
de chaque composante.
par contre, augmenter la dimension dans 1’espace de départ est compliqué (pas
de résultat au programme).

La proposition suivante fait le lien avec les développements limités.

Proposition 11.3 — Dérivabilité et existence d’un DL & I'ordre 1. La fonction f
est dérivable en a si et seulement si f admet un développement limité a I’ordre 1 en
a.

Autrement dit, si il existe L € R" tel que :

fx)=f(a)+(x—a)L+ o (x—a)

Xx—a

De plus, dans ce cas L = f'(a).
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Démonstration. Comme dans le cas de fonctions a valeurs réelles, c’est une simple
ré-écriture de la définition :

f)=fla)+(x—a)l+ o (x—a)

(f(x) = fla) = (x—=a)L) =0

signifie lim

x—a (x—a)
C ol - 1 B
ce qui s’écrit aussi : )lcl_rf}, G—a) (f(x)=f(a))—L=0
_ 1
ou encore : ;EI}ZH (f(x)—f(a))=L
On a donc clairement une équivalence entre les deux propositions. |

p) Iciaussi, on écrit : (x —a)L et non L(x — a) : c’est scalaire x vecteur.

I Corollaire 1.4 Si f est dérivable en a alors f est continue en a

Démonstration. Ici encore, il s’agit juste de voir que :

(£0) = fl@) + x=a)Lt 0 (x=a)) = (£ =fl@)+ o (1))

X—a

1.3 Dérivabilité sur un intervalle

Définition 11.5 Une fonction est dérivable sur un intervalle lorsqu’elle est dérivable
en tout point de cet intervalle.

Notation IL.2. On note alors f' ou Df ou % la fonction dérivée.

Proposition I1.5 Soit f et g dérivable sur / et & € R, alors f + otg est dérivable sur
I.
Et(f+ag) =f +ag

% Autrement dit : I’ensemble des fonctions dérivables sur / est un R-espace vectoriel
et la dérivée est une application linéaire.

1.4 Dérivabilité et composition

On rappelle que 1’on manipule les fonctions de / — R". On ne peut donc pas faire
de produit ni de composée de telles fonctions.

On peut composer de deux manieres : soit a droite par une fonction de R — R, ou
a gauche par une fonction de R” — R”. On rappelle que 1’on ne sait pas dériver une
fonction de R" — R?.

# Cas d’une application linéaire
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Proposition 11.6 — Composée application linéaire et d’'une application déri-
vable. Soit u une application linéaire de R” dans RP et f: I - R"etacl.Ona
alors :

* Si f est dérivable en a, alors uo f est dérivable en a avec :

(uof) (@)= (uof') (a)
* Si f est dérivable sur I , alors uo f est dérivable sur /
(uo ) =uof’

Démonstration. On montre la premicre proposition , la deuxieéme en est clairement une
conséquence.
On note T le taux d’accroissement en a de uo f,ona:

Vx eI\ {a} T(x) :xi

(L s

x—a
en exploitant la linéarité de u.
On admet le résultat suivant : u étant une application linéaire, elle est continue.
. 1 .
Comme on a lim —— (f(x) — f(a)) = f'(a), on obtient :
x—=ax—a

lim 7 (x) = u(f'(a))

xX—a

# Cas d’une application bilinéaire / multilinéaire
On rappelle qu’une application est bilinéaire si elle est linéaire par rapport a chaque
composante :

Définition 1.6 Une application B de R” x R? dans R? est dite bilinéaire lorsque les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

V(x,y) € (]R")2 ,Vu e RP Yo € R, B(x+ ay,u) = B(x,u) + aB(y,u)
Vx € R",V(u,v) € (R”)* Vo € R, B(x,u+ o) = B(x,u) + otB(x, )

Proposition I1.7 Soit B une application bilinéaire de R” x R? dans R?, f une fonction
I — R" et g une fonction I — R”. Enfin, soita € I.
On définit alors B(f, g) par :

Vxel, B(f,8)(x) = B(f(x),&(x))-

On a alors :
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* Si f et g sont dérivables en a, alors B(f, g) est aussi dérivable en a, avec :
(B(f.8)) (a) = B(f'(a),g(a)) +B(f(a),&'(a))

* Si f et g sont dérivables sur /, alors B(f,g) est aussi dérivable sur /, avec :
(B(f.8)) = B(f',g) +B(f.8)

Démonstration. Iciencore, on se contente de démontrer la premiere relation, la deuxieme
est une conséquence directe.
On note T le taux d’accroissement associé a B(f,g), etona:

vx eI\ {a}, T(x) :xia (B(f(x),8(x)) — B(f(a),8(a)))
= (B0, 8(x)) ~ B(F(@).8(x)
. xia (B(f(a),(x)) — B(f(a),g(a)))

(L0 - r@)e)) +5 @)

X—a

On admet le résultat suivant : la fonction B est continue car elle est bilinéaire.
On a alors :

lim —— (f(x) — f(a)) = f'(a) et limg(x) = g(a)

x—=ax—a x—a

donc limB< ! (f(x)—f(a)),g(X)> =B(f'(a),g(a))

X—a X—dad

et de méme :

. 1
lim
x—ax—a

lim B (f<a>,

xX—a

% Si on considére I’application B : (x,y) — xy c’est une application bilinéaire de
R? dans R. Si f et g sont deux fonctions I — R, alors B(f,g) = fg est le produit.
On vient donc de retrouver :

(fe) =B(f,8) =B(f',8)+B(f.&')=f'g+ /g

% Sif:I—-R'eta:I— R, alors

(af) =a'f+af

En effet 1’application B : (A,x) — Ax est bilinéaire de R x R" dans R”, et
(aef) = B(a, f)
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s Exemple II.1 Dérivée du produit scalaire Soit f et g deux fonctions de 7 dans R”
dérivables sur I, on considere la fonction 7 =< f,g > définie donc par :

Vx €1, h(x) =< f(x),8(x) >
Comme le produit scalaire est bilinéaire, on a & est dérivable sur [ avec :
Vx el i (x) =< f'(x),8(x) > + < f(x),&'(x) >

En particulier, si f = g,onah = | f|?et:

veel, (I£17) (x) =2 < f'(x) f(x) >

On a aussi la généralisation de la propriété précédente :
Définition 1.7 Soit p > 2. et M une fonction :

M.{(R”)p—R"X---XR" — R?
' (wr,...oup) — M(uy,...,up)

La fonction M est dite multilinéaire si elle est linéaire en chacune de ses entrées.
Autrement dit si :

* auy,...,u, fixé, elle est linéaire en u,
e aup,usz...,u, fixé, elle est linéaire en u,, etc.
* auy,uy,... u, 1 fixé, elle est linéaire en u,,.

Proposition 1.8 Soit p > 2.
On considere une fonction M définie sur (K")” multilinéaire et fi,...,f, p
fonctions de I dans K", on peut ainsi construire la composée :

I — Rf
B(f],---7fp):{t — B(f](t),...,fp(t))

On a alors :
* Si toutes les fonctions (fi);c|
dérivable en a et :

B(fi,---.1p)) (@) =B (fi(a).fa(a) ... f(a))
+B(fi(a), f2(a), f3(a) ..., fy(a))
+.. 'B(fl(a)afZ(a)v' - afpfl(a)af;y(a))

1,p] sont dérivables en a, alors B(fi,....fp) est

* Si toutes les fonctions (f;)e[i,) sont dérivables sur /, alors B(f1,.. ., f,) est
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dérivable en a et :

B(fi,---: 1)) =B(fl:fo---: 1)
+B(f17f2/7f3-'~1f17)
+"‘B(f17f27"'7fp717f;)

= Exemple 1.2 Le cas le plus important est celui du déterminant.
Soit f1, fu, n fonctions a valeurs dans R”, on définit alors :

g:telr—det(fi(t),...,[u(2))

si (fi,...,fn) sont des fonctions dérivables, alors g est dérivable et :

Viel, g't) =det (f(1), fo(t),..., fu(t))
+det (f1(t), (1), f3(2), -, fult))
+det (fi(2), f2(2), f3(2), fa(t) ..., fu(2))
o det (fi(t), f2(0)se s fum1 (), fa(0))

+ Composée a droite par une fonction réelle
On peut aussi composer a droite par une fonction réelle de la variable réelle :

Proposition 1.9 Soit ¢ une application réelle de la variable réelle avec ¢ : J — [ et
f:1— R"etsoita € J. On peut alors composer f o @.
On a alors :
* Si ¢ est dérivable en a et f est dérivable en ¢@(a) alors f o ¢ est dérivable en
a avec :

(fop) (a)=¢'(a)(f o) (a)
* Si @ est dérivable sur J et f est dérivable sur / f o ¢ est dérivable sur J avec :
(foo) =¢'(fo9)

Démonstration. heuristique De la méme maniere, on démontre la premiere partie.
On note T le taux d’accroissement de fo @

Vxel\{a}, T(x)=

L (o) - fl9(@)

X

On a pour x # a tel que @(x) # ¢(a) :

On fait tendre x vers a. Pour le premier terme, on a :

lim (P(X) — (P(a) _ (pl(a)

car ¢ est dérivable en
x—a XxX—a
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Pour le deuxieéme, il faut faire un changement de variables :

fm—— (f(e(x) - f(@(a))) = lim L (f(v) = f(e(a)))

x—a Q(x) — @(a) y—=o(a)y —@(a)
=f'(¢(a))
On admet que I’on peut justifier ce calcul méme dans le cas ot on ne peut pas faire
tendre x vers a en gardant @ (x) # ¢@(a). [

1.5 Fonctions de classe ¢*

Définition 11.8 — Fonction de classe ©*. Soit k un entier naturel.

On définit les fonctions de classe €% sur I par récurrence de la maniére suivante :
une fonction f : I — R” est dite

« de classe %V si elle est continue,

* de classe €%t si elle est dérivable et si sa dérivée f’ est de classe €%

Enfin, une fonction f : I — R" est dite de classe € si elle est de classe €* pour
toute valeur de k € N.

Notation I1.3. On note €*(I,R") ou simplement €* I’ensemble des fonctions de classe
e~

On a: €%t C €*, ainsi que par définition : f € €% «— f € €.

Définition 1.9 — Dérivées successives. Soit f € ¢*(I,R"), on définit la dérivée
k-ieéme de f sur I par récurrence :

fO=f e vie[Li, f9=(s0)

% Par exemple si (1) est la trajectoire d’un point mobile, f'(¢) est le vecteur vitesse,
tandis que f”(r) est le vecteur accélération.

Proposition .10 L’ ensemble €*(I,R") est un sous-espace vectoriel de I’ensemble
des application I — R”".
La dérivée k-ieme est une application linéaire sur cet ensemble.

Conformément au programme, on se contente d’une bréve extension des résultats
précédents.

Proposition I1.11 Soit % une base de R”, on note (fi, ..., f,) les application coor-
données, ie les fonctions de / dans R telles que :

el () = (A, ful)

L’application f est alors de classe ¢ si et seulement si les n applications
(fi,---,fu) sont de classe €*.
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De plus :

vje 0.4 vxel, fO) = (fO0),.... 1)

B
En particulier, f € € si et seulement si (fi,..., f,) sont de classe €.
Pour montrer qu’une fonction / — R” est donc de classe 6™, on le montre donc

pour toutes ces composantes.

Proposition 11.12 Soit u € Z(R",RP) et f : I — R" de classe €*.
L’ application composée u o f est alors de classe €* sur I avec :

Vje [[07k]]7 (uof)(j) :Mof(j)

En particulier, si f € €%, on auo f de classe €.

Proposition 11.13 — Formule de Leibniz. Soit B une application bilinéaire de
R”" x R? dans RY, soit f: 1 — R" et g : I — R? deux applications de classe ¢*.
L application composée B(f,g) est alors de classe €* et on a la formule :

j g
. 5 ] . .
vielo. 8(7.0)7 =¥ (1)8 (0,07
i=0
En particulier, si f € € et g € €=, on a B(f,g) de classe €.
On retrouve bien sir la formule de la dérivée j-ieme d’un produit.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur j en appliquant le cas j =1
vu a la précédente section.
C’est la méme démonstration que celle vue en premiére année pour le produit. W

Proposition 11.14 Soit I et J deux intervalles de R, ¢ : I — J et f:J — R”", on
considere alors la composée f o ¢@.

Si f € €*(J,R") etsi o € €%(I,J) alors f o ¢ est aussi de classe €.

En particulier, Si f € € (J,R") et si ¢ € €(I,J) alors f o @ est aussi de classe
6.

p) IIn’yapas de formule explicite pour (f o (p)(j ) dans ce cas.

Fonctions de plusieurs variables

Extrait du programme : Les dérivées partielles d’une fonction numérique définie

sur un ouvert de R? ont été introduites en premiere année. L objectif de cette section

est d’approfondir et de généraliser cette étude aux fonctions de p > 2 variables.
L’étude d’une fonction de R? dans R” se ramenant a celle de ses coordonnées,
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cette section se consacre a 1’étude des fonctions de R” dans R. Elle est axée sur la
mise en place d’outils permettant de traiter des applications du calcul différentiel a
I’analyse et la géométrie. On se limite en pratique au cas p =2 ou p = 3.

Dans ce chapitre, on considére une application f : U — R ol U est un ouvert de R?
ou R3.

% Représentation d’une fonction de R? dans R
Pour représenter une fonction d’un ouvert U de R? dans R, on a trois choix :
 Utiliser une surface :

{(x,y,f(x,y)) ‘(X,y) € U}

* Utiliser une image : le point (x,y) est clair/rouge si f(x,y) est élevé, noir/bleu
sinon.
 Utiliser les lignes de niveau.
Physiquement, on peut penser a le représentation de la température dans un plan. Voir
la figure 10.1.

p) Enpython, cela corresponds aux fonctions plot_surface, matshow et contour.

FIGURE 10.1 — Exemples de représentation d’une fonction de R? dans R

p) Pour une fonction de R? dans R, il n’y a pas vraiment de techniques, sauf de
considérer des applications partielles en un point.
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III.1  Fonctions de classe ¢!
#* Dérivées selon un vecteur
Définition Ill.1 Soit f : U — R une fonction définie sur un ouvert de R?, et v =
(v1,v2) un vecteur de R?, soit a = (a;,a2) € U.
On dit que f est dérivable en a selon le vecteur v lorsque I’application :

Q,:t— fla+1v) = f(a;+1tvi,ap+1vy)

est dérivable en 0.
La dérivée de cette fonction @, est alors |0 dérivée de f en a selon v

Notation IIL.1. On note alors D,(f).

% Comme U est un ouvert, il existe r > 0, tel que B,(a,r) C U . Ainsi, la fonction
@, est définie sur | — r,r[ (on prends la boule pour la norme infinie et donc un
carré).

= Exempile lll.1 Prenons la fonction f définie sur R? avec : f(x,y) = 1siy > x? ou
si y < —x?, 0 si x = 0. Cette fonction n’est pas continue en (0,0), pourtant elle est
dérivable selon toutes les directions. "

Il y a bien siir des directions favorisées : c’est les axes liés a la base.

Définition I1.2 Soit f : U — R une fonction définie sur un ouvert de R, soit (ey, e>)
la base canonique de R? et soit a = (ay,az) € U.

On dit que la fonction f admet une dérivée partielle d’ordre 1 et a par rapport a
la premiére variable si f est dérivable selon le vecteur e;.

On meut aussi considérer :

(0] :t|—>f(a1 —i—t,ag) :f(a—i-te])

et on dit que f admet une dérivée partielle d’ordre 1 et a par rapport a la premiere
variable lorsque ¢; est dérivable en 0.
On pose alors :

dif(a) =i (0)
ouencore 9 f(a) = }5% f(a—i—te;) —fla) _ ,g%f(al —l—t,ttlz) — f(a)

On définit de méme :

Définition 11l.3 Soit f : U — R une fonction définie sur un ouvert de R2, soit (e1,e2)
la base canonique de R? et soit a = (a1, az) € U.
L’application partielle :

Qi t— f(aj,ax+1) = fla+ter)
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et la dérivée partielle par rapport a la deuxieme variable :

o2f(a) = 95(0)
ou encore 32f(a) — Thn f(a—|—l‘€2) _f(a) — iFn f(al7a2 +t) — f(a)

t—0 t t—0 t

Dans le cas d’une fonction a valeurs dans R>, on peut définir de la méme
maniere : d3 f(a).

% Ces applications partielles dépendent de la base choisie (de la maniere dont on
choisir de « couper » la surface représentative). Evidement, la plupart du temps,
on choisit la base canonique, mais il faut comprendre que les dérivées partielles
sont définies a partir de la base, donc les dérivées partielles dépendent de la base.

Notation IIL.2. Cette dérivée partielle peut étre notée :

d1f(a) déconseillé ou D f(a) ou g){f(a)
1

#* Fonctions de classe %'
Définition I1l.4 Soit f : U — R une fonction définie sur un ouvert de R?.

On dit que la fonction f est de classe ¢! sur U si elle admet une dérivée
partielle par rapport a ses deux variables en tout point de U et si ces applications
dérivées partielles sont continues.

On définit alors les applications dérivées partielles sur U par :

af (U — R?
ox; | x — dif(x)

Dans le cas d’une fonction définie sur un ouvert de R3, on a trois dérivées
partielles et donc trois applications dérivées partielles.

% En pratique pour calculer les dérivées partielles, on dérive par rapport a une
variable en considérant les autres comme des constantes.
La continuité des applications dérivées partielles est la continuité des applications
de U (ouvert de R?) dans R.

#* Cas des fonctions vectorielles
Dans cette partie, on étudie rapidement le cas de fonctions de R?” dans R”".

Définition 111.5 Soit U un ouvert de R? et f : R? — R" et 4 une base de R".
On note fi,..., f, les applications de U — R telle que :

VxeU, f(x) = <f1 (x),...,f,,(x))g.

On dit que la fonction f admet une dérivée partielle d’ordre 1 en a € U par
rapport a la i-ieme variable si les z fonctions f7, ..., f, admettent une dérivée partielle
d’ordre 1 en a.



Il Fonctions de plusieurs variables 85

Dans ce cas la dérivée en a par rapport a la i-ieme variable est le vecteur :

dif(a) = (difi(a),...,difu(a))

% D’apres ce que I’on a vu sur les limites d’une fonction vectorielle (qui se ramene
a I’étude des fonctions coordonnées), on a aussi :

1f (@) = lim = (fla+hep) — f(a)

Bien retenir ce concept : I’étude des fonctions de plusieurs variables a valeurs dans
R? ou R3 se ramene a I’étude des applications coordonnées.

Pour la dérivation (comme pour la continuité), les difficultés proviennent de la
dimension de I’espace de départ et non de I’espace d’arrivée.

I1l.2 Propriétés

Proposition I1l.1 — Opérations sur les fonctions de classe €. Si U est un ouvert
de R? ou R3 et si f et g sont de classe €' sur U et a € R.
Ona:

f+gestde classe €' sur U avec 9;(f +g) = dif + dig
af est de classe €' sur U avec d;(a.f) = ad;f

Ainsi, €' (U,R) est un R espace vectoriel et la premiére dérivée par rapport 2 la
i-ieme variable est une application linéaire.
On a aussi le produit

fgestde classe €' sur U avec d;(fg) = (9if) g+ f (dig)

Et I’inverse : si f ne s’annule pas sur U, alors % est de classe €! sur U, avec :

1 oif
(=) =-2L
(7)--%

On peut aussi faire le quotient de deux fonctions (toujours dans le cas ou f ne
s’annule pas sur U) :

? est de classe € sur U avec 0, <§) = (alg)ff_zg(alf)

Si @ est une fonction numérique de classe %’ sur un intervalle / tel que f(U) C I
(ainsi @ o f est bien définie sur U), alors @ o f est de classe €’! sur U et :

Vie [1,p], di(pof) =@ of-af

% En conséquence immédiate : les applications polynomiales (en plusieurs va-
riables) sont de classe €' sur R”. On retrouve bien sfir les résultats bien connus
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des applications de R dans R.

Démonstration. 1l s’agit essentiellement des méme démonstration que dans le cas des
fonction réelle de la variable réelle.

Notons en particulier qu’une fois montré 1’existence des dérivées partielles, leur
continuité provient des résultats du chapitre sur les espaces vectoriels normés.

Les premiers résultats découlent directement de la linéarité de la limite.

Pour le produit, on peut travailler sur les applications partielles : Si on note ¢ la
premiere application partielle de fg en a et fi et g| les applications partielles de f et g
ena.

Ona:

¢(1) =fgla+ter) = fa+ter)g(a+ier) = fi(t)g(r)

Ainsi en utilisant les propriétés de dérivabilité des fonctions de R dans R :
9'(0) = £1(0)g1(0) + £1(0)g} (0)

ce qui s’écrit :
o (fg)(a) = (dif(a))g(a) + f(a) (dig(a))

Pour le quotient, c’est la méme technique :

1 1
"0 = Hatie) ~ 7O

toujours en notant ¢ I’application partielle de } Ainsi :

RO
rO="50)

ce qui donne le résultat.
Pour la composée, on note ¢ 1’application partielle de ¢ o f,eton a:

o) =@ (f(t+aer)) =@ (fi(t))
Ainsi :
¢'(0) = f1(0)¢'(f1(0))

ce qui donne bien le résultat.

1.3 Développement limité a I'ordre 1 et différentielle

Proposition 111.2 Soit f une fonction de classe €' sur ’ouvert U de R? et soit
a = (aj,az) un point quelconque de U, alors on a :

Vx = (x1,x%) €U,

£6) =F@) + 1 — ) 32 @)+ (52— a2) 3 @) + Il

ou € : U — R est une fonction vérifiant lim £(x) = 0.
X—a
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On dit que f admet un développement limité a I'ordre 1 en a.
Pour une fonction définie sur un ouvert U de R3, on a de méme :

ore = G GG ) =il i e —al)aajl(a)

- a) 3 (a)

O () 1 x—alle(x)

—I—(X3 —03)87)(:3

Notation II1.3. On note aussi :

d d
fx) = fla)+(x —al)a){l(a) + (x2 —az)a;;(a) +o(x—a)

La notation : o (x — a) désigne ||x — a||€(x) ou € est une fonction réelle (de plusieurs
variables) qui tends vers O en a.

I Proposition 111.3 Une application de classe %' sur U est continue sur U.

Démonstration. Evident avec I’écriture :
d 0
16) = fl@)+ (1 —a) @)+ (e - a) 5L (@ +ov-a)

= f(@)+o(1)

X—a

Définition 111.6 — Différentielle en un point. Si f est de classe € sur un ouvert U
de R?, on appelle différentielle de f au point a € U, noté d f, I’application linéaire
de R? dans R définie par :

o R2 —» R
N (hi,hy) — hlg—)ﬁ(a)+h2%(a)

On écrit naturellement :

of .\ 9f
Y (hi,hy) € R%,df(h) = (hy,hp) - | =2 (a), =—
(o) € R = (i) (5200, 52 @)
Cette application linéaire s’interpréte ainsi comme un produit scalaire, on note
alors df,(h) =df, - h.
La méme définition est valable pour les fonctions a valeurs dans R?.

% La différentielle est donc une application linéaire : en chaque point a on a une
application linéaire tel que la fonction f est égale a la fonction : f(a) +df, (une
constante plus une application linéaire) a I’ordre 1. On a en effet :

fla+h) = f(a)+dfa(h) +[hll(h)
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ou &(h) est une fonction qui tends vers 0.

) dxy

Le vecteur (3—; (a) of (a)) est le gradient en a (défini plus loin) noté V f(a). On
a:

VYheR?, df,(h)=Vf(a)-h

IIl.4 Reégle de la chaine
% Cas général
On souhaite dériver la fonction f le long d’une trajectoire : physiquement, on
dispose d’un point mobile (x;(¢),x2(7)), qui se déplace au cours du temps et on mesure
donc la température en ce point.
On a donc une fonction :

gt — fx(r),x(r))

On cherche & dériver g, on part de dérivée le long d’un chemin ou le long d’une
trajectoire.

Proposition 11l.4 — Régle de la chaine. Soit f une application de classe ¢! sur
un ouvert U de R2, x| et x,, deux fonctions réelle de classe €' sur un intervalle 1
telles que :

Viel, (xi(t),x(t)) €U.

Ainsi, la fonction g : # — f(x1(¢),x2(¢)) est définie sur U.
La fonction g est alors de classe €' sur I et :

€1, ¢(0) = I (004 0+ 5 (a0),22(0) 550

On a le méme résultat pour une fonction de trois variables : si f est de classe
€' sur U ouvert de R3, si xq, x, et x3 sont de classe € sur I et telle que la fonction
gt — f(xi(t),x2(t),x3(¢)) est définie sur U. Alors la fonction g est aussi de classe
€ sur I avec :

O O L 9

Viel, g'(r)= axxl(f)+7yxz(f)+jzx3(t)

ol les dérivées partielles sont évaluées en (x1(t),x2(t),x3(t)).

% 11 faut faire une interprétation graphique : la dérivée de g en ¢ est proportionnelle
au produit scalaire entre le vecteur vitesse (x| (7),x5(t)) au point (x;(z),x2(¢)) et
le gradient V f (x1(¢),x2(¢)) en ce méme point.

Démonstration. ADMIS
|
.. . . Lo f . df
Dans la proposition précédente, on a noté (x1,x2) la trajectoire et 3= et Iy les
dérivées partielles, pour éviter de confondre la variable x et la fonction x. Si 1’on accepte
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cette écriture et que 1’on note (x(¢),y(¢)) la trajectoire, alors on peut écrire rapidement :
gl(l) — ai@ %Q
oxdt dydt
il est alors sous entendu que 1’on évalue les dérivées partielles en (x(¢),y()) et les
dérivées (droites) des fonctions (x,y) en ¢.

* Applications aux fonctions constantes sur un ouvert convexe

Proposition I11.5 Soit f une fonction de classe %! sur un ouvert convexe U de R?
(ou de RY).
Alors f est constante si et seulement si ses dérivées partielles sont nulles sur U.

Démonstration. Si la fonction est constante, ces dérivées partielles sont clairement
nulles.
Supposons que les dérivées partielles soient nulles. Soit x et y deux points de U.
Considérons la fonction : g : 1 — f(tx+ (1 —1t)y). Comme U est une convexe, la
fonction g est définie sur [0,1]. On a:

vre[0,1], g (t)=0
Ainsi, la fonction g est constante et par suite g(0) = g(1) et donc f(x) = f(y). Comme

x et y sont quelconques, la fonction f est donc constante. |

% On rappelle le résultat : une fonction définie sur une intervalle est constante sur
cet intervalle si et seulement si sa dérivée est nulle.
L’hypothese convexe a autant d’importance que 1’hypothese intervalle dans le
résultat des fonctions de R dans R.
On voit aussi que 1’on peut préciser cette hypothese : si x et y sont deux points
quelconques et si il existe une trajectoire g tel que g(0) = x et g(1) =y, alors

) =r0).

+* Applications aux changements de variables

Proposition 1.6 Soit f une fonction de classe ¢! sur un ouvert U de R et soient x
et y deux fonctions de classe €’! sur un ouvert V de R?, telle que :

Y(u,v) €V, (x(u,v),y(u,v)) €U
On peut alors définir la fonction :

g: (u,v) — f(x(u,v),y(u,v)) sur I’ouvert V
La fonction g est alors de classe € sur V, avec :

dg B
V(u,v) €V, E(u,v) =

2 ()0 )+ 5 30)300) 00
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et:

dg B
V(u,v) €V, g(u,v) =

2 () 0) )+ 5 ()50 B

% L’idée est de faire un changement de variable (u,v) — (x,y). Le méme résultat
est bien sir valable pour les fonctions de trois variables.

Démonstration. Considérons (ug,vo) € V, on regarde I’application partielle

@ :t— g(uo+1,vo) =f (x(uo+1,v0),y(uo +1,v0))
=f(vi(1), (1))
ou Y it — x(ug+1t,vo) et Yo : t — y(ug+1,vp).
L’idée est que ces applications partielles consiste a se déplacer dans V selon I’axe
horizontal par ¢ — (ug +1,v0), I'image par (x,y) consiste alors a se déplacer selon une

courbe paramétrée dans U par r — (W (1), ya(1)).
On applique la regle de la chaine :

() = 5 1,0 ¥4 0)+ 5 (a0 v0) w0

Or y; et y, sont les applications partielles de x et de y respectivement, donc y;(0) =

0
9 (uo, vo) et ¥3(0) = 32 (19, v0)-
On obtient bien le résultat. m

#% Cas particulier des coordonnées en polaire
Soit les fonctions :

x:(r,0) —> rcos6 et y:(r,0) —rsin6

Ces fonctions sont clairement de classe €' sur R
Considérons une fonction f de classe €' sur R? et la fonction :

g:(rn0)— f(x(r,0),y(r,0)) = f(rcos0,rsin0)

alors on a pour toute valeur de (r,0) :

dg i . af . .
Z(r,e) = g(rcos 0,rsinB)-cos O + a—y(rcos 0,rsinf) -sin 6
et:
dg o Of . , of :
%(r, 0)= a(rcos 0,rsinB) - (—rsinH) + &—y(rcos 0,rsinB) - (rcos6)

IV Applications géométriques

V.1

Gradient
On munit R? de sa structure d’espace euclidien.
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Définition IV.1 — Gradient de f en un point. Soit f : U — R une application de
classe €! sur un ouvert U de R>.
Le gradient de f au point a € U est le vecteur tel que :

VheR?, df,-h=Vf(a)-h

ce vecteur a donc pour coordonnées dans la base canonique :
af, \ of
\% == =
f(a) ( 505 (a))

On a la méme définition pour une application a valeurs dans R, le gradient a
alors pour coordonnées :

vt = (L@ 5.5 @)

Notation IV.1. On note V f(a) le gradient en un point a.

% Le gradient dépends du point, il indique la direction ot il faut se déplacer pour
«augmenter » f (interprétation en physique : gradient de température).
Sig:t+— f(x(t),y(t)), la régle de la chaine s’interpréte ainsi :

¢0) =5 G010+ 5 60500

=V (x(),y(8)) V(1)

ou v (t) est le vecteur vitesse (qui dirige la tangente a la courbe paramétrée) :
/ t)
0= ()
(t) V(o)
Ainsi, si le point mobile (x(7),y(z)) se déplace vers le gradient, g(¢) va augmenter,

si il se déplace perpendiculairement au gradient alors g(7) ne va pas étre modifié
(au premier ordre).

IV.2 Ligne de niveau
% Rappel de géométrie

Une droite D du plan passant par le point (xo,yo), admet une équation cartésienne
de la forme :

D:a(x—xo)+b(y—yo)=0

Un vecteur normal a la droite est alors le vecteur (a,b), un vecteur directeur est (—b,a).
Pour une courbe paramétrée ¢ — (x(t),y(t)) de classe €' et une valeur fo, tel
que (¥'(1),Y (t0)) # O (point régulier), alors la tangente 2 la courbe est dirigé par

(x'(t0), Y (t0))-
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Définition V.2 Soit U un ouvert de R? et f une fonction réelle de classe €' sur U.
et soit A € R. La ligne de niveau A de f est ’ensemble :

S

{@yeulrn =2}

Interprétation : courbe d’isotempérature.
Les lignes de niveaux sont un moyen de représenter les fonctions. Il ne s’agit pas
toujours de ligne (par exemple, la température peut étre nulle sur toute une zone).

La proposition suivante exprime que si le gradient est non nul en un point, alors
localement autour de ce point, on a une « vraie courbe ». De plus, on peut calculer la
tangente en ce point.

Proposition IV.1 Soit f de classe €’! sur un ouvert U de R?.

Soit I" 1a courbe de niveau 0 de f. On considere un point My(xg,yo) € T, ie

f(x0,0) = 0 vérifiant V f (xo, y0) # (0,0).

A

Alors :

* Localement, I" est une courbe plane qui peut &tre paramétrée sous la forme :

x(t)=...
( ) tel
y(t)=...
* Le point My est un point régulier de la courbe I', et la courbe I" admet donc
une tangente en ce point.

 Latangente a I est la droite passant par M et de vecteur normal V f(xg,yo).
Cette tangente a donc pour équation :

J d
(x—xo)a%:(xo?m) + (y—yo)aij(xovyo) =0

* Ainsi, en un point régulier, V f(xq,yo) est orthogonal a la courbe et dirigé vers
les valeurs croissantes.

Dessin a faire et a comprendre. C’est la méme chose pour toute les courbes de
niveaux (pas uniquement celle de niveau 0).
Le résultat permet ainsi de donner de I’information sur des courbes implicites

(du type f(x,y) = 0).

Une courbe est régulicre si et seulement si tous ces points sont réguliers. Dans le
cas ou le gradient de f ne s’annule pas sur U, alors toutes les courbes de niveaux
admettent un paramétrage.

Démonstration. Si on suppose I’existence d’un paramétrage (x(t),y(t)) (localement

autour du point (xp,yo)) et que ce paramétrage est dérivable, alors on a :

((0),Y (1)) -V (x(t),y(t)) = 0

Ainsi, le vecteur Vf (x(¢),y(7)) est normal au vecteur vitesse, et donc a la tangente.
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Un point (x,y) appartient donc a la tangente si et seulement si :

((x,y) - (XOJO)) -Vf(x(r),y(t)) =0

On obtient ainsi la tangente. |

IV.3 Surface de niveau
% Rappels de géométrie
Un plan IT de ’espace passant par (xo,yo,z0) admet une équation cartésienne de la
forme :

{a(x —x0) +b(y—yo)+c(z—20) =0
Un vecteur normal au plan est alors (a,b, c).

Définition IV.3 Soit U un ouvert de R3 et f une fonction réelle de classe €' sur U.
et soit A € R.
La surface de niveau A de f est I’ensemble :

{(x,y,Z) € U‘f(x,y,Z) = l}

Proposition IV.2 Soit f de classe € sur un ouvert U de R2. Soit .7 la courbe de
niveau 0 de f. On considere un point My (xo,y0,20) € -7, ie f(xo0,Y0,20) = 0 vérifiant
V£ (x0,y0,20) # (0,0).

Alors : Le point My est un point régulier de la surface .# au sens ou la surface
admet en ce point un plan tangent.

le plan tangent a la surface .7 est le plan passant par M et de vecteur normal
V f(x0,¥0,20). Ce plan a donc pour équation :

(5= 30) 5 (0, 30) + (7= 30) 5 30.30) + (2~ 0) 5 (10,3) =0

Ainsi, en un point régulier, V f(xo,y0,z0) est orthogonal a la surface de niveau et
dirigé vers les valeurs croissantes.

% La aussi on a de I’information sur une surface implicite : le plan tangent.
En particulier, c’est ce résultat qui permet au logiciel de tracer des surfaces
implicites avec des petits carrés reliés.

#* Courbe tracée sur une surface
Définition IV.4 — Courbe tracée sur une surface de niveau. Considérons
f:U — Rdeclasse €' avec U ouvert de R?.
Soit une fonction :

Q:t— <x(t),y(t),z(t)> de classe ! sur un intervalle I de R
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vérifiant :

Viel, (x(t),y(l),z(t)) eU etf(x(t),y(t),z(t)) =0

alors @ est une courbe (de I'espace) tracée sur la surface de niveau 0 de f.

% On peut généraliser a une courbe tracée sur une surface de niveau A.

On sait étudier @ : par exemple la tangente a la courbe ¢ en un point (x(to, y(to), z(to)) .

est: (¥ (10),5/(10),2 (1) ).

Bien en tendu I’idée est que f représente I’énergie d’un systeéme et est donc
constante au cours du temps. ¢(¢) représente 1’évolution du systeme a énergie
constante.

Proposition IV.3 Considérons f : U — R de classe €' avec U ouvert de R3.

Soit @ une courbe tracée sur la surface de niveau 0 de f et fg € I, on suppose

que Mo(x(19),y(t0),z(to)) est un point régulier de cette surface de niveau.

On a alors : la tangente a la courbe @ est incluse dans le plan tangent.

Démonstration. On dérive

t— f(x(2),y(t),z(t)) qui est une fonction constante

ce qui donne :

x’<r>§f<x<z>,y<r>,z<r>>+y'<r>‘;§<x<r>,y<r>,z<r>>+z’<r>g<x<r>,y<r>,z<t>> ~0

Ainsi, le vecteur vitesse est orthogonal au gradient.

La tangente a ¢ est donc dans le plan tangent a la surface .%. |

% Dessin a faire et a comprendre.

Fonction de classe ¢

Définition V.1 Soit f une fonction réelle définie sur un ouvert U de R? ou de R>.

On suppose que la fonction f admet une dérivée premiere par rapport a la

variable x notée ‘;{Z . On suppose ensuite que cette application dérivée partielle admet
elle-méme une dérivée premicre par rapport a la variable x.

On définit alors :
’f _ 9 (9f
dx2  Jdx \ ox

Si on suppose maintenant que g—f existe et que cette application admet une

dérivée partielle par rapport a y, alors on définit :

If _9 (o
dydx  dy \ dx
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On définit de méme si existence :

P2f 9 [(of
92 dy <8y>

F°f _9 (of
dxdy 9dx \ dy
2°f

% Attention a 1’ordre dans Ty c’est I’ordre naturel de la dérivation. (ceci dit, le
théoreme suivant assure que 1’ordre n’a pas d’importance)
Pour une fonction de trois variables, on définit de méme :

v oy
0x0z 072

etc.

% Ces dérivées peuvent étre définies localement (en un point a € U) ou globalement

(en tout point de U).

. , . 2 . . . .
Si I’on veut définir % ena € U, il faut que ‘3—{: soit définie autour de a.

Notation V.1. On note aussi ) »f pour ;}i{y

Définition V.2 — Fonction de classe ©2. L ’application f est de classe € sur
U lorsqu’elle est de classe €’ sur U et lorsque ses dérivées partielles sont aussi de
classe ¢! sur U.

% Les opérations sur les fonctions de classe %’ sont les mémes que sur les fonctions
de classe €! : la somme et le produit de fonctions de classe €2 est €2, la
composée (quand elle est définie) de fonction de classe € est de classe €. En
particulier, I’inverse d’une fonction de classe €7 est de classe €.

Théoreme V.1 — Théoréme de Schwarz. Si f est une fonction de classe € sur
un ouvert U de R? alors en tout point a € U,

9 _ 9
oxdy  dydx

De méme pour une fonction définie sur un ouvert U de R :

*f  I*f
oxdy  dyox
9*f  9*f
dxdz  9z0x
9*f  9*f
dydz  dzdy

% Ainsi, I’ordre de dérivation n’a pas d’importance !
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Définition V.3 — Matrice hessienne. Soit U un ouvert de R?, f: U — R de classe
€2 et soita € U.

On appelle matrice hessienne de f en a la matrice H¢(a) € .#,(R) définie
par:

_9f
N 8xi8xj

vie [1,pl,¥j€[1,p], (Hf(a)),

Ainsi, pour p = 2, la matrice hessienne est dans ., (R) avec :

2f Pf
2 dyod.
My(a) = (;gff ;f>

dxdy  Jy*

Idem pour p =3.

La matrice Hy(a) dépend du point a
En application du théoréme de Schwarz, on a :

Proposition V.2 Soit U un ouvert de R”, f: U — R de classe ¢ et soita € U.
Alors Hy(a) est une matrice symétrique.

Proposition V.3 — Formule de Taylor-Young & 'ordre 2. Soit U un ouvert de R”,
f:U — Rdeclasse €2 etsoita € U.
On a alors :

1
fla+h) = fl@)+Vf(@Th+hHy(a)h+o ()
Démonstration. ADMIS conformément au programme. |

% Avec des produit scalaire cela s’écrit :

Flath) = F(a@)+(Vf(a)-h)+ 5 (h-Hy(a)h) + o (Ih]P)

On rappelle que ce DL a I’ordre 2 signifie qu’il existe une € : R” — R définie
pour £ sur une boule de rayon € > 0 centrée en O (puisque a € ), telle que :

Vh e B,(0,¢€), fla+h) = f(a)+(Vf(a)-h)+ % <h-Hf(a)h> +e(h)||h)?

avec limy,_,o€(h) =0
On peut écrire :

(h-Hy(a)h) ou (Fy(a)h-h)

Puisque Hy(a) est symétrique.

Extremums d’une fonction de R” dans R
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Définition VI.1 — Extremum local ou global. Soit f une fonction réelle définie
sur une partie A de R”.
On dit que f admet au point a un Maximum global si :

Vxe A, f(x) < fa).
On définit de méme la notion de MiniMum global en a si :
VreA, £(x) > f(a)

Dans les deux cas, on dit que a est un extremum global.
On dit que f admet au point ¢ un maximum local si :

Ir > 0,Vx € B,(a,r)NA, f(x) < f(a).

ie la restriction de f a B,(a,r) admet un maximum.
On dit que f admet au point @ un MiniMum local si :

Jr > 0,Vx € By(a,r)NA, f(x) > f(a).

ie la restriction de f a B, (a,r) admet un minimum.
Dans les deux cas, on dit que a est un extremum local.

% Si on ne précise pas c’est un extremum global.

Définition V1.2 — Point critique. Un point en lequel le gradient de f s’annule est
appelé un point critique de f.

Proposition VI.1 — Condition nécessaire d’existence d’un extremum local
sur un ouvert. Si f est une fonction réelle de classe %! définie sur un ouvert U et
si f atteint un extremum local en un point a de U alors a est un point critique.

Démonstration. Si on prends les applications partielles f; et f> elles admettent un
extremum en 0, donc leurs dérivées sont nulles. [ |

% La proposition explique que pour chercher les extremums, on peut se contenter
d’étudier les points ou le gradient s’annule. Attention : c’est une condition
nécessaire et non suffisante (penser a la forme d’une selle de cheval).

% Sur un ensemble qui n’est pas un ouvert, attention aux bords !
On rappelle que .7, (R) désigne I’ensemble des matrices S symétriques positives,
c’est a dire telle que :

VX € My (R), XTSX >0

et 5”;* (R) désigne I’ensemble des matrices S symétriques définies positives, c’est a
dire telle que :

VX € Mpi(R), X #0 = XTSX >0
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ie que I’on a I'inégalité ci-dessus (avec égalité uniquement lorsque X = 0).
On rappelle aussi la caractérisation pour une matrice S symétrique :

Se€. 7 (R) « Sp(S)CRTetSe€ .7 "(R) « Sp(S) CRS

Proposition V1.2 Soit f une fonction de classe € sur un ouvert U de R” et a un
point critique de f.

On a alors :

* SiHf(a) € &, " (R), alors f admet un minimum local strict en a.

* SiHy(a) ¢ 7, (R), alors f n’a pas de minimum en a.

Démonstration. On suppose Hy(a) € Yp++ (R), on a alors pour & proche de O :
1
fla+h) =f(a)+(VS(a)- )+ 5 (h-Hy(@h)+ o |Al?
1 2
—f(@)+ 5 (h-Hya)h)+ o |[h]

on devine alors que pour 4 non nul, on a donc f(a+h) — f(a) > 0.
La démonstration consiste a écrire qu’il existe & > 0 et une fonction € de limite
nulleen O :

Vh € Bo(0,t), fla+h)— fla) =~ (h-Hp(a)h) +e(h)||h]>

2
On écrit alors :
A
A
Hy(a) = PDP" avec D =
Ap
on suppose de plus que :
0<)L] <2,2<§lp
On note alors 7 = PTh. On a alors :
(h-Hy(a)h) =h" PDP" h
=h" Dh
A
N 2 N
=hT ' h
Ap
P P
=Y aii > M Y B}
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Mais comme la matrice P est orthogonale, on a :
72 2
1A= = [|l]
On a donc obtenu :

Vh € B,(0,@), fla-+h)—f(a) =5 (h-Hy(a)h) + e(h) ]

S (S +e(h) )
comme ¢ est de limite nulle et que A; > 0, on peut trouver un r > 0, tel que :
Vh € B, (0, ), %Al Fe(h)>0
et donc :
Vh e B,(0,a), f(a+h)— f(a) > 0 avec égalité ssi h = 0.

On suppose maintenant que Hy(a) € .7 (R), on prend alors x| vecteur propre de
H¢(a) associée a une valeur propore A4; < 0.
On a alors pour ¢ petit :

fla+te) =fla) + V(@) 1) + 57 (1 Hy(apar) +(ex)i% b |

A
S e P+ e () o |

=f(a) +1*|x:|* (Zl —i—s(txl))

~f(a) +

Pour ¢ suffisamment petit, on a % + €(tx;) < 0 et donc on peut trouver ¢ non nul aussi
petit que I’on veut et tel que f(a+1x;) < f(a). Ainsi, a n’est pas un minimum. W

Ainsi, on a une méthode simple pour déterminer les extremums locaux d’une fonc-
tion de R? dans IR :
* on commence par chercher les points critiques, pour cela, on dérive la fonction
et on cherche les points ou les dérivées partielles s’annulent.
* En chacun de ses points a, on regarde les valeurs propres de la matrices
hessienne.
— Si les valeurs propres sont strictement positives, alors a est un minimum
local strict,
— Si I’un des valeurs propres est strictement négative, alors a n’est pas un
minimum,
— si les valeurs propres sont toutes négatives, alors a est un maximum
local strict.
— Si une valeur propre est strictement positive et une autre strictement
négative alors ce n’est pas un extremum (point selle).
— Si une valeur propre est nulle mais les autres strictement positives, alors
on ne sait pas conclure.
* On n’oublie pas les bords : on les traite en étudiant la valeur de la fonction
en suivant les bords. Souvent cela revient a regarder une fonction d’une seule
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variable.
* Pour chercher les maximums globaux :

— Si on veut montrer que f n’admet pas un maximum, on peut montrer que
f n’est pas majorée en prenant des chemins particuliers. Attention : ce
n’est pas parce que f est majorée qu’elle admet un maximum (la borne
supérieure n’est pas nécessairement atteinte).

— Ce n’est pas parce qu’il n’y a qu’un point critique et que c’est un
maximum local, que ¢’est un maximum global.

— Pour montrer que f admet un maximum en (xp,yo), on doit montrer
que :

V(X,y) € U? f(x7y) < f(x07y0)

Généralement, on montre que :
V(h,k) €U, f(xo+h,yo+k)— f(x0,y0) <O

on factorise donc : f(xo+h,yo +k) — f(x0,y0). Il faut penser a la forme
canonique (comme pour les produits scalaires).

%X Dans le cas d’une matrice 2 x 2, on peut utiliser la trace et le déterminant :

— sil’une des valeur propres est nulle, alors cela signifie que le déterminant
est nul. Donc on ne sait rien.

— Si le déterminant est strictement négatif, alors I’une des valeurs propres est
strictement positive, 1’autre strictement négatif. Dans ce cas, ¢’est un point
selle.

— Si le déterminant est positifs négatif, alors on regarde la trace (somme des
valeurs propres), si la trace est strictement positive, alors ¢’est un minimum,
si la trace est strictement négative, alors c’est un maximum.



Calcul différentiel

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

#* Equations différentielles linéraires

Voir aussi les exercices des feuilles précédentes sur les équations différentielles en particulier changement de variables,
probleme de recollement et utilisation des développements en série entiere.

Exercice 1 Soit le systeme différentiel :

W(t)= —tu(t)+v(t)+1
(E) {v’(t)z (1 —=)u(e) +1v(r) +1

ou u et v sont des fonctions réelles définies sur R.
1. Ecrire ce systeme sous forme matricielle.
2. On note :

1 t
Yl.l‘l—>(t> Yz.tl—)(t2+1>

Vérifier que Y; et Y, sont solutions du systéme homogéne associé (H). En déduire les solutions de (H).
3. Rechercher une solution particuli¢re de (E) sous la forme ¥ = a¥; + bY, ou a et b sont deux fonctions de classe ¢!
sur R.

4. Ecrire la solution générale de (E).

Correction :
u o
1. On pose X = (v> et on écrit :

2. Ona:

Y] = (?) et AlNh= <(1:tt2) i) (1> - ((1)>

de méme pour 5.
Comme .y est un SEV de dimension 2, et que (¥;,Y>) est une famille libre. On en déduit que :

S = Vect(Y1 , Yz)

c’est-a-dire :

Sy = {tl—>a (1) +b (t2:—l) ’(a,b) eRz}

3. on dérive donc pour 7 € R en utilisant Y| () = A(r)Y; (¢) (idem pour Y>)!

Y'(t) =d ()Y (t) +A(t)a(t)Y1(t) + b (t)Ya(t) +A(t)b(t)Ya(t)
=d (t)Y1(t) + b (t)Y2(t) +A()Y (¢)

on veut donc que :
dt)Y(t)+b ()Ya(t) = G)
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ce qui s’écrit :
{a'(;) (1) =1
ta(t)+ @+ 1) (1) =1
on cherche donc (a,b) solution. Pour cela, on fait : 1/} — I,
—b'(t)=t—1
d’ou b'(t) = —t+ 1 et b(t) = —4¢> +1 (nb : on n’a besoin d’une solution).

Ensuite, on remplace pour avoir :

1 1
d(t)=1+1>—retdonca(t) = §t3—§t2+t

On vérifie ensuite que :

. 1, 1, 1 1, t
e (b5 (O () (21

est solution particuliere de I’équation.
4. On obtient I’ensemble des solutions :

S = {tH (;t3—;t2+t+a) C) + (—;t2+z+b) (tszl) ‘(a,b) eIR{Z}

Exercice 2 Soit le systeme différentiel :

(E):

{ X(t)= 2tx(t) —y(t) +tcos(t)
Y (t) = x(t)+2ty(t)+1sin(r)

d’inconnues (x,y) définies sur R.
1. Déterminer le plan vectoriel Vect(X;,X>) des solutions du systéme linéaire homogene (H) associé a (E) en utilisant
le changement d’inconnues

,tz

2. Rechercher une solution de (E) sous la forme X = aX; + bX, avec a et b deux fonctions de classe € sur R.
3. Ecrire la solution générale de (E).

Correction :
1. On considere donc (x,y) solution du systéme (H) et on pose (u,v) comme dans 1’énoncé.
On a alors :

<
~
—~

~
~—

I

(&) —2tx(t)) e = —y(t)e ™" = —v(t)
V(1) =(y(t) = 20y(1)) e =x(t)e™" = u(r)

Ainsi, (u,v) est solution du systeme :

L Ve

ce qui donne :
(e, B) € R?, u(r) = accos(t) 4 Bsin(r) et v(r) = asin(t) — B cos(r)

On constate que :
I— et2 C9S<t) et r— etz sin(r)
sin(t) —cos(t)
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sont solutions. Il s’agit d’une famille libre donc une base de .#y.
Ce qui donne :

v(0,B) €R?, (y) - (CF’S@) LB ( sin(1) )

sin(t) —cos(7)

On note donc :

Xiit— e (Cf)s(t)) Xyt e (‘ Sin@))

sin(t) cos(t)
Ona:
S C VeCt(Xl,Xz)

et I’égalité des dimensions donne I’égalité des espaces.
2. On cherche donc une solution particuliére sous la forme :

= (s (25) e (1)

avec (a,b) deux fonctions de classe €.
On écrit :

X' =d'Xy +aX{ +b'X, + bX;

- % —1 , % —1
—aX1+a(1 2 Xi+b X, +b 1 2 X5

o , 2t —1
—aX1+bX2+(1 2 X

On veut que :
;o (2t —1 tcos(t)
X= (1 2t X+ tsin(r)

Il faut donc que :
tcos(t)
tsin(t)

¢ cos(t)d (t)+ ¢ sin(t)b' (1) = tcos(r)

¢ sin(t)d (t) — ' cos(t)b/ (t) = tsin(t)

ad ()X (t)+b (1) X(t)

ce qui s’écrit :

On fait cos()/; + sin(z)l,, cela donne :

1
¢d(t) =t et donc on peut prendre : a(f) = —~e "

On fait ensuite : sin(z)/; — cos(z)l,, cela donne :
etzb'(t) =0 et donc on peut prendre : b(t) =0

On en déduit une solution particuliere de (E) :

oy ()

3. L’ensemble des solutions est :

fro (w2 (520 e (21 )

+ Dérivation des fonctions vectorielles

(a,B) € Rz}
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Exercice 3 Soit f: R — E avec E K-ev de dimension finie.

On suppose que f est dérivable en 0 et que :
Vx € R, f(2x) =2f(x)

Montrer que f est linéaire.

Correction : f(0) = 0. Soit x € E, par récurrence facile :

Vi €N, f(x)zznf(x)

on
Cela donne :
1) G-I g

Dol £(x) = f/(0)x.

Exercice 4 On considére le déterminant dans la base canonique, < -,- > un produit scalaire sur R? et (f,g,h,k) des
applications de €' (I, R?) .

1. Montrer que (f,det(g,h)k) € €' (I,R) et calculer sa dérivée.

2. Montrer que det (f,det(g,h)k) € €' (I,R) et calculer sa dérivée.

Correction : il faut utiliser les propriétés de dérivation des fonctions bilinéaires.
Pour le premier, la dérivée est

det(g,h) < f',k >+ (det(¢',h) +det(g,)) < f,k > +det(g,h) < f,k' >
pour le deuxieme, la dérivée est :

det(g,h)det(f',K) +def (g, h)det( f,K') +det(g.h) det(f. k) +det(g, ') det(f. k)

Exercice 5 Soit f : x+— (x,sin(x?),cos(2x+3)) et g : 1 — e
Montrer que f o g est dérivable sur R et calculer sa fonction dérivée.

Correction : Il faut écrire :

viER, (fog) =g'(1)f (g(1))
Ce qui donne :

e (1,2¢" cos (x_Z’) ,—2sin (2¢7" +3))

Exercice 6 On considere une base % de R".
1. Soit (fi,..., fn) des fonctions de I dans R” dérivable. Montrer que 1’application :

Q:t—> dg (f1 (t),... ,fn(t)> est dérivable sur /

et donner la valeur de ¢'(¢) pour s € I.

2. Pourn >2et(ay,...,a,) € R", on considere :
n—2 n
I a ... df , aj
1 a ... &~ a
An = . .
n—2 n
1 a, ay, a,
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et I’application D,, : R — R définie par :

eall aleall alil—leall‘

eazt azeazt . agfleazt
D,:t—

eant aneant . aﬁflea,lt

En utilisant la dérivabilité de D,, calculer A,,.

Correction :
1. C’est du cours car le déterminant est multilinéaire. Pourt € [ :

00 =L det (110 fir (A0 for 0. 1)

2. D, est dérivable chacune des fonctions :

ifleant)

lflea|t ’

ﬁ:tr—>(a1 R}
est dérivable.

On dérive D,, avec la formule de la question 1 :

aje™  qpett ... a'l’_le“”
. azeazt azeazt .. agfleazt
D,(1) =
n
anea,,t aneant . azfleant
=0
eall a%eal[ . alilflealt
ew! a2€a21 an—l et
n 2 2
efnt anZeant . anfleant
n
=0
+..
ealt aleall alileall
eazt azeazt ag eazt
+1 .
et aneant cee gleft
n

Chacun des termes est de la forme :

det (fi(t), f2(t),- s fima (0), £ (0)s finr (1), fo(0))
Comme :

vie [Ln], f(t) = fin1 (1)

on en déduit que chacun des ces déterminants est nuls (car deux colonnes sont identiques), ainsi les n — 1 premiers
termes sont nuls. Et donc :

ea|t alea't I arll—zeall‘ a{lea]l‘

2! azeazt . agﬁZeazt ageazt
D,(t)=| .

ea,,t anea,,t . az—Zea,,t ageant

En particulier, D}, (0) = A,,. D’un autre c6té, en factorisant chacune des lignes par ¢*’, on a facilement que :

Vi €R, D,(1) = €X'V (ay,. .., a,)
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et donc en dérivant :

n
vVt eR, D)t (Zal> =Y (ay, . ay)

i=1

et au final :

D, (0) = (ial) Viay,...,an)

Ce qui donne la valeur de A,.

Exercice 7 Pour tout réel x, on pose :

x 1 (0)
;—2! X 1
3 2
Dyx)=|5 %5 =x
: ol
2
: R

1. Montrer que D, est de classe ¢! et calculer D/, (x).
2. En déduire la valeur de D (x).

Correction :
1. La fonction :

X 1 (0)
é—! x 1
X3 x2

X 31 a7 X
: U |
x" P
nl 2 X

est dérivable car chacune des ses coordonnées est un polyndéme. On compose avec le déterminant (multilinéaire).
On note C;(x) la colonne précédente, et on constate que C!(x) = Ci11, ainsi :

D), (x) =det(C}(x),Ca(x),...,Cp(x)) +det(Cy (x),Ch(x),C3(x) ...,Cu(x)) + - - - +det(Cy (x),Ca(x),...,Cp1(x),Ch(x))
=det(Cy(x),Cx(x),...,Co_1(x),C,(x))

C/,(x) ne contient que un seul 1 dans la derniere ligne.
En développant par rapport a la dernieére colonne ce dernier déterminant , on obtient :

D),(x) = Dy—1(x)

2. On calcule alors par récurrence la valeur de D, (x) et on obtient :

Ne pas oublier I’argument D,,(0) = 0 qui assure que la constante est nulle en intégrant.

Exercice 8 Soit f: [0,1] — E dérivable en 0 et telle que : f(0) =
On pose :

C k

Déterminer la limite de .S,,.
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Correction :
On écrit :

Vx € [0,1], f(x) = f(0) +xf'(0) + xe(x)

ou € est une fonction qui tend vers 0 en 0.
Et donc :

k k k
Vn € N,Vk € [1,n], f(nz) = ;fl(o)—i_ﬁg(ﬁ)

Ainsi pourn € N :

1 n

Zkf 7;
(+1 |
- ’;nz 7;

Le premier terme tends vers r ( )

On peut donc majorer :

. On va montrer que le reste tend vers 0.

n

— sup |8(x)|2k

” x€]0,1] k=1

LG

(cette borne sup existe car comme € est de limite nulle en O elle est bornée).
Il reste a vérifier que pour tout o > 0, il existe un ny € N tel que Vn > ng, on a SUP,].1] le(x)] < a.

Pour cela, on écrit que :
36 >0,Vxe€ [0,1,x< 0 = |e(x)| < &

Soit maintenant ng tel que Vn > no, < 8 et soit n > ny. On a alors [O, %] c[0,4]:

Vxe [o, 1} el < a
n

donc :

sup [e(x)| <
o]

On obtient donc :lim,., S, = £ ’£0)

Exercice 9 Soit u, v et w trois fonctions de classe € de [a,b] dans R avec a < b.

On suppose :
u(a) v(a) wia)
u(b) v(b) w(b)|=0

u'(a) Vi(a) w(a)

Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que :
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Correction : on considere :

u(a) v(a) w(a)
fix—|u(b) v(b) w(b)

u(x) vx) w(x)

On a alors f dérivable et :

fix— u(b) v(b) w(b)
W' (x) V(x) w(x)

f(a) =0, f(b) =0 donc Thm de Rolle assure qu’il existe d €|a, b tel que f'(d) = 0.
L’hypothese assure que f’(a) = 0 et donc thm de Rolle encore assure que il existe ¢ tel que f”(c) = 0.

p) Bien dériver selon les lignes, c’est plus simple ici, sinon on se retrouve avec la somme de trois déterminants.

# Fonctions de classe ¢!
Exercice 10 Soit la fonction :

R — R
3223x22 .
) Gy — { st (1) # (0.0)

0 sinon

1. Montrer que f admet des dérivées partielles selon les deux variables en (0,0).
2. fest-elle de classe €' sur R??

Correction :
1. Il s’agit de regarder la dérivabilité des applications partielles locales :

R — R

fido f(t,()):{?z:f si (x,y) # (0,0)

0 sinon

et:

JR —= R
EER BIPRNER £(0,1)=0

Ces deux applications sont dérivables en 0 donc f est différentiable (ie admet des dérivées partielles selon x et y), et
plus précisément :

d d
Foo-go=1 « Foo-n0-o

2. Pour (x,y) # (0,0), on a pour la premiere dérivée :

af 3x2 +2y% + 6xy? 3 ) )5 1
- = — 2 3 2X)——
5, ) 12y (" +2xy” + 3x7y7) (2x) 2122
_ 3x% +2y% + 6xy? _ 2x* 4 4x%y? 4 6x3y?
x2+2y2 (o2 +2y2)>
1
:m ((3x2 +2y* + 6xy2) (X% 42y%) — 2x* —4x?y? — 6x3y2)
1
:m (x* +4x%y? + 4yt + 12x%)
1 2 2\2 4
:7(x2+2y2)2 <(x +2y ) +12xy )
4
—1+12—2
(x* +2y?)
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et pour la deuxieme :

af 4xy + 6x%y 3 2 2.2 1
= = — 2 3 4y)———
oy B =gy~ H 2T (W) 2 122)
4xy + 6x%y 3 3 2.3
== — (4yx" +8xy" + 1 2x°y’ ) ———
e (4y. y y )(x2+2y2)2
1
=———— ((4xy +6x7y) (¢ +2y%) — (42’ +8xy° +12:%)%))
(¢ +2%)
1
= (6x*y
(x2+2y2)2 ( )
Xy
(2 +2y%)°
Il faut ensuite regarder si :
d d
lim —f(x,y) =1 et lim —f(x,y) =0
(x)—~(0,0) Ox (x)—=(00) dy
Pour le premier :
0 4
9 (3= 1] =12~
Jx (2 +2)?)
4)’4 4 4, 4 2.4
3| cary” <4y" +x7 +4x7y
4y
<3x|
Donc :
li —(x,y)=1
(x,y)gr(lo,o) ox (x y)
Pour le deuxieme :
0 4
f(m) <62
dy (2 +2y?)*

4
<6|y\% car x* < 4y* +x* +4ax?y?
<6y

Donc :

af

lim X,y) =0
(xy)=(0.0) 9y )
Ainsi, on constate que f est ¢’ en (0,0).

Exercice 11 Soit @ : R — R une fonction dérivable.

Déterminer les dérivées partielles des fonctions suivantes définies sur R? :
[y — olx+y) g: (%)) — ¢ (¥ +°)

X+y
h: (x,y) — 9(0) kwa%yww

Correction : en regardant les composées, on obtient :

of af

9] —n o) Y

3y (x,y) =" (x+y) R (x,y) =¢'(x+y)

d d

afi(xvy) =2x¢/(x* +y%) afi(x,y) =2y¢'(x* +y%)
dh oh

5 (%) =y’ (xy) a*y(W) =x¢'(xy)
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Pour la derniére il faut écrire :
Y(x,y) € R, k(x,y) = ¥(x+y) — ¥(x—y) avec ¥ une primitive de ¢
Ainsi :

O (03 =l 3) — plx—y) 5 =ple+2) + 9lx-)

% Interprétation géométrique
Exercice 12 Soit .7 la surface d’équation z° = xy.

Déterminer les plans tangents a .’ en un point régulier, contenant la droite A d’équation :
x=2
y=3z-3

Correction : On note f: (x,y,z) — z° — xy. Ainsi .7 est la surface de niveau 0 de f.
Soit (xo,y0,20) € -, on a alors :

—Yo
Vf(x0,y0,20) = | —Xo
325

Si (x0,Y0,20) # (0,0,0), alors le point (xq,yo,z0) est régulier et le plan tangent & pour équation :
IT: —yo(x—x0) —Xo(y—y0) +325(z—20) =0

en utilisant la relation 2(3) = X¢Yo, On obtient :

IT: —yox—xoy+3z%z—zg =0

On cherche alors (xg,y0,z0) € - tels que A € IT.
On écrit :

(x,5,2) €A <> (x,y,2) = (2,32—3,2)
<~ (x,5,2) = (2,-3,0) +2(0,3,1)

—Yo
Le plan IT a pour vecteur normal | —xp |, ainsi,
313
A€ETl < (2,-3,0) € et (0,3,1) L(—yo, —x0,323)
= —2y0+3x—2z5=0et —3x+3z5 =0
<= 3x9p —zg =2y etxyg = Z(Z)

=375 —z5 = 2yo et xo = 2}

Supposons A € IT et zop = 0, on a alors xg = 0 et yg = 0, ce qui est impossible. Ainsi, zg # 0.
On utilise alors les deux relations : xg = z% et yoxo = zg (cette relation reste vraie) pour obtenir yg = zp. Ainsi, on a obtenu :

A €Tl <= 3z — 7 = 220 et yo = 20 et X0 = 2
<:>z%—3zO+2:Oetyo =20 etxozz%
St (z(): 1 ouzO:2> et yo = 20 et xo = 23
Au final, on a donc deux solutions A = (1,1,1) et B = (4,2,2). Il ne reste plus qu’a écrire les plans correspondants :

IMy: —x—y+3z—1=0
Mp: —4x—2y+12z—8=0ie —2x—y+6z—4=0
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Exercice 13 Tangente en point d’une conique

Soient a et b deux réels strictement positifs, on considere la courbe € d’équation :

2 2
X y
Stm=1
Soit My(xo,y0) un point de € et Ty la tangente en M.
1. Donner I’équation de Tj.

2. Trouver les points de ¢ en lesquels la tangente a ¢ est perpendiculaire a T

Correction : Lo
1. On consideére la fonction : f: (x,y) = 75 + Z—z —1
Soit (xp,yo) un point de €. On a alors :

X0

%) # 0 car (xo,y0) # (0,0) puisque (0,0) ¢ €
bz

Vf(x0,y0) =2 (
Ainsi, tout point (xg,yo) de € est régulier. On connait donc la tangente au point (xg,y) :

X0 Yo
To: ;(X—XOH‘E()’—)’O):O
b2xox + a*yoy — b2x0 —a y =0
On peut utiliser la relation : bzx(z) + azy(z) = a*b? pour obtenir :

Ty: b*xox+a’yoy —a*b* =0

. b?x,
Un vecteur normal non nul a 7y est <a2yo> .
0

2. On cherche (x,y) € €, tels que :
ToLT ou T est la tangente a Ty

Cela équivaut a I’orthogonalité des vecteurs normaux, qui s’écrit donc :

b b?
TlT ( 2xo) 1 < f)
a=yo ay
— bhxxo+ a4yoy =0
(x,y) appartiennent donc 2 la droite D d’équation b*xxo -+ a*ygy = 0. Il reste a trouver les points d’intersection de cette

droite avec %.
Supposons (x,y) solution avec y # 0, on a alors les relations :

b*xxg +atygy = 0 et b°x* +a*y? = a’b? et bzx(z) + azy% =d’p?

Il faut vérifier qu’il n’y a que deux points solutions :
* La premicre relation donne y en fonction de x, xo, yg, a et b :

b*xo

—X
614)’0

* On injecte dans la deuxieéme qui donne x> en fonction de xg, yo, a et b :

b8x2
p’x* +a® 2 gxz =a’b?
a’yp

2.2 b 5 2232

b x“+ X =a b
atys

6b2 2+b8x0x —a8b2 2

(aey% +b0x5) & =a'yg
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On prend la racine :

4
a’yo

\/ a®y3 + bOx3

il y a donc deux valeurs pour x
* On en déduit la valeur pour y :

x==

b*x

R e
alyg + box§

(NB : il n’y a que deux solutions. Si c’est un + pour x c’est un — pour y et réciproquement). Au final :

4 b4
y :{ ( a yo 9 0 )7
\/ ady3 + box} \/ ady3 + box3

< a4yo b*x > }
\/ ady3 + box} \/ ady3 + box}
il reste a faire le cas ou y = 0, dans ce cas a = +b.

Exercice 14 Soit .7 la surface d’équation cartésienne x> 4 y* — 72 = 1.
1. Donner I’équation du plan IT tangent a .¥” au point Q de coordonnées (1,0,0).
2. Généraliser en donnant I’équation du plan IT, ,, - tangent a . au point de coordonnées (xo,Yo,20)-
3. Déterminer, en fonction de (xo,yo,20) les coordonnées du projeté orthogonal de O sur le plan 00y

Correction :
1. on calcule les dérivées partielles de f : (x,y,z) > x> +y> —z> — 1 :

of _ of _ of _
g(xayaz) - 2x7 ay (x,y,z) - 2ya 82 (xayaz) =-2z

Ainsi, le point (1,0,0) est régulier puisque V£(1,0,0) = (2,0,0).
L’équation du plan tangent est donc :

2x—1)=0iex=1.

2. On reprend le cas d’un point quelconque (xo,yo,20) de .. On constate que ¢’est un point régulier (puisqu’il est dans
., donc il n’est pas nul). On a donc I’équation du plan tangent :

IT: x0(x —x0) +yo(y — ¥0) —20(z—20) =0

Ce qui s’écrit : xox + yoy —z0z — 1 = 0 car (xo,y0,20) € -7
Le vecteur normal au plan est (le gradient) : (xo,y0, —20)-
3. On cherche le projeté de O sur ce plan. Le projeté est un point (x,y,z) vérifiant :

(x,v,z) € ITet (x,y,7) est colinéaire a(xo,yo, —20)
D’oti on cherche A tel que :
(x,%,2) = A (x0,y0, —20)
sachant que :
X0X +yoy — 20z — 1 = 0 ce qui s”écrit : Ax3+ Ay +Az5 =1
d’ou :
1

x4yt
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et donc :

1

S 5 . 5 \X0,Y0, %
xg—i—y%—i—z%( 0,30, %)

(x,3,2) =
Le projeté de O sur le plan tangent a un point (xo, yo,2o) de .# est donc :

S )
S5 5 5 \X0,Y0, —20
XG4 v5+ 25 ’

Exercice 15 Déterminer les points de la surface . d’équation cartésienne x> — y> +z> = 1 dont le plan tangent est
parallele au plan IT d’équation 2x+y—z = 0.

Correction : On note f : (x,y,z) — x*> —y> +z> — 1, ainsi . est la surface de niveau 0 de f.
On considére un point (xo,yo,20) de . et on calcule le gradient de f en ce point :

2x0
V£(x0,y0,20) = [ —2y0
220

Ainsi, puisque (xo,y0,z0) # (0,0,0) (car (xo,y0,20) € -), on en déduit que le point (xo,yo,z0) est régulier et qu’en ce point
la surface . admet un plan tangent de vecteur normal V f(xo, yo,z0). Ce plan a pour équation :

P(x0,y0,20):  xo(x—x0) —yo(y —y0) +20(z—20) =0
xox —yoy+z0z—1=0

en utilisant le fait que (xo,y0,20) € .7

Maintenant il s’agit de trouver (xg,yo,20) pour que le plan P(xg,yo,z0) soit parallele au plan IT d’équation : 2x+y—z=0.
I suffit pour cela d’avoir le vecteur normal a ITie (2,1, —1) qui est colinéaire au vecteur normal & P ¢’est-a-dire a (xo, —yo,20)-
On doit donc avoir :

JA eR, ()C(),—yo,Z()) = 1(2, 1,—1) ie xg =247, Yo = —A,z0=A7
mais il faut aussi que (xo,y0,z0) € -, ce qui donne :
A24—224 2% =1

Dou A = i%, et donc il y a deux solutions pour (xo,yo,20) :

1 1 11
S (S PO I (. }
y { ( ) 27 2> ) ( ) 27 2)
% Recherche d’exiremums
Exercice 16 Soit la fonction :

f R? — R
| (xy) — 2x3+6xy—3y?+2

1. Déterminer les extréma relatifs (locaux) de la fonction f.
2. Lafonction f a-t-elle des extremas globaux ?
3. Représenter le segment de droite L défini par

L:{(x,y)€R2|—2<x<Oety:x+1}

et déterminer les extrémas globaux de la restriction de f a L en précisant en quels points de L ils sont atteints.

Correction :

113



1. On cherche les points critiques, qui sont solutions de

¥ +y=0
6x—6y=20
Les points critiques sont : (0,0) (point selle) et (—1,—1) (maximum local).
On calcule les dérivées secondes :
’f ’f ’f

Les matrices hessiennes asssociées sont :

L5 (7 )

Pour la premiere le déterminant est négatif, donc les valeurs propres sont de signe contraire, c’est un point selle.
Pour le deuxieme le déterminant est positif et la trace négative, on a un maximum local.
2. Ona: lirj:l f(x,0) = oo, donc f n’est ni minorée ni majorée. On peut aussi voir que “T f(0,y) = —oo.
X—rtoo y—r+oo

(x,y) = 12x

Ou alors : si min global alors min local impossible. Si max global alors max local donc ¢’est (—1,—1), mais en fait
f(2,0) > f(—1,—1) donc pas de max global.
3. Ona:

L={(x,y) eR*|-2<x<0ety=x+1} ={(t,t+1)|t € [-2,0]}
C’est un fermé borné de R? et f est continue donc f admet un minimum et un maximum sur cette partie.
La restriction s’écrit :

frit— 208 4+32—1

On étudie cette fonction. Dérivée : r — 61(f + 1). change de signe en —1. On crée le tableau des variations.

—2 minimum (valeur —5), —1 maximum valeur 0.

Donc la restriction de f a L admet un minimum global en (—2,—1) (valeur —5) et un maximum global en (—1,0)
(valeur 0).

Exercice 17 soit (x1,...,x,) et (y1,...,y,) deux vecteurs de R".

On suppose de plus que les xi, ..., x, ne sont pas tous €gaux.
1. On note V(x) = x2 — (x)*.
Vérifier qu’avec ces hypotheses, V (x) > 0.
2. Déterminer le minimum de :

RZ —» R

¢: (a,b) +— (ax,-—i—b—y,»)2

i=1

On utilisera les notations suivantes :

1 1
X:;Zx, YZEZ%‘
i=1 i=1
S 1y Iy
2=-Y y=—3 xiyi
i=1 i=1
cov(x,y) =Xy —Xy V(x) =% — (%)

Interprétation : droite de régression linéaire, minimisation des erreurs quadratiques.
Correction : On calcule les dérivées partielles pour (a,b) € R? :

(agE

¢ B
%(Chb) _2

n n
=2 (a x,~2 +b Zx,- — Zx,-y,-)
j i=1 i=1

1

(ax; +b—y;)x;

I
—_

M=

=2n (ax2 +bx — )Ty)

114



et:

n
ab Zax,—i—b Vi)

=2 aZxﬁ-bn — Zyi
i=1 i=1
=2n(ax+ bn —ny)
On doit donc résoudre le systeme :

ax? 4+ bx =Xy
ax+b=y

Ce qui donne apres I] — Xl :

TR VW
et:
_7_xcov(x,y)
e

On n’a donc qu’un seul extremum candidat.

Il reste a vérifier que c’est bien un extremum.

Méthode par majoration.

On note (a,b) ces valeurs, et on calcule pour tout (h,k) :

I
™=

o(a+h,b+k) (ax; + hxi + b+ k —y;)*

I
—_

(axi+b—y;+ hx; + k)

I
™=

—_—

(axi+b— y,) —i-zn:(hx,—l—k) Xn: 2(ax;+b—y;) (hx;+ k)

i

n n
:(p(a,b)—I—ZhZ(axi—l—b—yi)xi+k2(ax,+b yi)+
i=1 i=1 i=1

I
™=

[
—
IK
—
I
_

(hx; + k)

™=

=0 =0 20

Méthode par matrice hessienne : ce n’est pas ce qui est demandé ici puisqu’on veut un minimum global.
Ceci dit, on peut essayer.
On peut calculer la matrice hessienne en ce point :

I*f

52 (a,b) = 2nx?
92

Wﬁfb(a’b) =2nx
2

31)]20(a,b) =2n?

D’ou la matrice Hessienne :
2nx?  2nx
H=
< 2nx 2n2>
Ona:
det(H) = 4n*x® — 4n* (x)*
— 4t (? - (x)2) — 42V (x)
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On peut vérifier que V (x) > 0. Pour cela, on peut faire :

i 1 1 1
f:;’xﬂxzz '<(|x1’,...,‘xn|)- <n,...,n>>‘
n n 1
< Xkl Y =
i=1 ="

, 1 ,
<Vnoverl mexZT = Voverlinex?
n

Donc det(H) > 0.
Ce qui ne permet donc pas de conclure puisque le déterminant peut étre égal a 0.

Exercice 18 Soit la fonction :

R — R
i 2 2 _
(xy) — xX*+y +txy+x—y

1. Montrer que f n’admet pas de maximum global.
2. Montrer que f admet un minimum global.
3. Soit les ensembles :

E={@yericyl<1} o F={y)eR|Ixyl<1]

Montrer que f admet un minimum et un maximum sur E et sur F.

Correction :
1. 1l faut vérifier que f n’est pas majorée. Par exemple, on peut regarder :

f(t,1) =3t = +oo

Ainsi, f n’est pas majorée donc ne peut pas admettre de maximum.
2. Comme la fonction est de classe €' sur I’ouvert R2, il faut déterminer les extremums candidats. On a :

af B

a(x,y) —2x—|—y+1
af

a*y(%)’) =2y+x—1

On résout donc :

2x+y=-1
x+2y=1
ce qui donne : x = —1 et y = 1 est I’unique solution.
il faut ensuite calculer :
3

1 2
F(=14+h1+k)—f(=1,1) =R+ K> + hk = <h+2k) +1k2 >0

ainsi (—1, 1) est un minimum global.

3. E et F sont des fermés bornés et dimension finie. Comme f est continue, elle admet sur E et F' un maximum et un

minimum. Comme f est €', si un extremum est i I’intérieur, alors les dérivées partielles s’annulent en ce point.

E estle cercle unité. Il n’y a pas de points critique a I’intérieur, il faut chercher les extremums sur le bords. Pour cela,

on parametre le bord : On regarde donc :
@ :t—f(cos(t),sin(r)) = 1+ cos(t) sin(z) + cos(z) — sin(z)
—1+ % sin(21) 4 v/2 cos (t + g)
Il faut étudier les variations de cette fonction :

@' (1) =cos(2t) —/2sin (t - g)

On trace alors le tableau des variations.
Pour F on n’a déja le minimum global en (—1,1). I faut ensuite paramétrer le bord (c’est un carré).
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Exercice 19 Soit C le carré [0,2] x [—1,0] de R?,
Rechercher sur C les extremums globaux de la fonction :

- c —- R
1 (y) — P —2x4xy+y?

Correction : Déja, ¢’est une fonction continue sur un fermé bornée donc elle est bornée et atteint ses bornes.
On travaille déja en cherchant un extremum global sur I’ouvert.
On cherche les points critiques qui sont solutions du systeme d’équations :

2x0—24+y9=0
x0+2y0=0
On trouve comme unique solution (%, —
On considere donc la fonction :

4 2 4 2
Q: (hk)»—>f( +h, —3+k>—f(3,—3>

on trouve :

%) C’est le seul extremum candidat.

2
1 3
@(h,k) = h* + k> + hk = <h+ 2k> + Zk2 >0
On en déduit que f admet un minimum global en (%, —%) sur I’ouvert et il vaut —%.

1l faut ensuite regarder le bord, que 1’on décompose en quatre parties. Cela revient a étudier les fonctions :

ap: t€[0,2] —f(t,—1)=r>=3r+1

a: t€10,2] — (tO)_t—Zt
az: 1€ [=1,00=f(0,1) =
ay: 1€ [=1,0=f(2,0) =2 +1°

1l s’agit de fonctions polynomiale, il est ainsi simple de déterminer les extremums globaux (on fait rapidement le tableau
de variation si besoin) :
* gy est décroissante pourt € [0 3] croissante ensuite. ;(0) est un maximum égal a 1 et a; (;) est un minimum local
égala —3 (mals ce minimum n’est en aucun cas un minimum global de f puisqu’on a trouvé un minimum égal a — ).
* ap est max1ma1 en 0 (valeur 0), maximal en 2 (valeur 0) et minimal en 5 L (valeur —1 que I’on ne conservera pas comme
minimum global).
* a3 est maximal en —1 (valeur 1) et minimal en O (valeur O que I’on ne conservera pas comme minimum global)
* a4 est minimal en —1 (valeur —1 que 1’on ne conservera pas comme minimum global) et maximal en O (valeur 0).
On constate donc que la valeur trouvée est en fait le minimum sur le fermé : f admet un minimum global en (%, —%) etil
vaut — %.
Il reste ensuite a regarder le maximum global. On sait que f admet un maximum global, cela ne peut pas €tre un point a
I’intérieur, ¢’est donc un point du bord, et cela ne peut étre que le point (0, —1) (pour lequel la valeur est 1).
En conclusion :
* Le minimum global est située en (3,

% —%) et il vaut —%.
* Le maximum global est située en (0, —1

) etil vaut 1.

Exercice 20 CCINP 2021 PSI
On considere la fonction f définie sur R? par : V(x,y) € R?, f(x,y) = x> +y> — 3xy.
L’objectif de cet exercice est d’étudier 1’existence d’extremums pour f.
1. Déterminer les points critiques de f.
2. Expliciter des points (x,y) € R? arbitrairement proches de (0,0), tels que f(x,y) < 0.
Expliciter de méme des points (x,y) € R? arbitrairement proches de (0,0), tels que f(x,y) > 0.
La fonction f admet-elle en (0,0) un maximum local, un minimum local ou aucun des deux ?

On considére la fonction g définie sur R? : V(u,v) € R?, g(u,v) = f(1+u,1 +v)— f(1,1).
3. Calculer, pour tout (u,v) € R?, g(u,v) puis, pour tout (r,0) € Ry x R, g(rcos8,rsin8).
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4. Prouver que pour tout (r,0) € Ry x R, g(rcos6,rsin0) > 3r> (1 — %r)
Que peut-on en conclure ?

5. Obtenir ce résultat avec la matrice Hessienne.

6. La fonction f posséde-t-elle un ou des extremums globaux ?

Correction :

1. Ona:
— 52
Vi(xy) =0 = {y T ) =000 () = (L)

2. Ona:VxeR*, f(x,0)=x> <0etVx R, f(x,0)>0.

On en déduit que f n’admet pas d’extremum en (0,0). On peut aussi prendre des suites avec f ( — % , O).
3. g(u,v) = 3u* +3v> — 3uv +u? 4+ v* puis

1
g(rcos@,rsin @) =3r <1 —3 sin(20) + g(cos3 6 -+ sin’ 6)>

4. Ona:
1 1
1— Esin(Z@) =
et
cos’ 0 +sin®0 > -2
donc
, 5 (1 r
g(rcosO,rsin0) > 3r 3 —25

Lorsque 0 < r < %, g(u,v) > 0 donc f admet un minimum local en (1,1).
5. Autre méthode : On calcule la matrice hessienne en (1,1) :

Hp(1,1) = (_63 _63>

Le déterminant est 45 > 0 donc deux racines positives et la trace est 12 donc toutes positives on a un minimum local.

6. Global implique local donc le seul extremum possible est en (1,1) et ¢’est un minimum. Mais f(—2,0) = -8 < —1 =
f(1,1) donc f n’admet pas d’extremum global.
Ou encore, lim f(x,0) = —ooet 1_1}111 f(x,0) = 400 donc f n’est ni minorée ni majorée.
X—r—oo X—oo

#% Lien avec le théoréme spectral

Exercice 21 Soit A une matrice de .#,(R). On note :

7 Mpi(R) — R
: X — XTAx

1. Déterminer les points critiques de f.
2. Montrer que si Sp(f) C R*, alors f est minimale en ces points critiques.

Correction :
1. Calcul du gradient méthode 1 :
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On note X = (xy,...,x,),etona:

ail] ... din X1
f(xl,...,x,,):(xl xn) (x)
Ayl ... Ay "
Yjo1a1)x;
:(x1 xn) :
Z?:lanjxj

a,-jx,-xj

Il
™=
™=

Il
—
~.
Il
—

Ainsi :
n n
ohf(xr,...,xy) = Za1jxj+zai1xi
j=1 i=1

n n
f (X1, Xy) = Z ajxj+ Z apXi
=1 i=1

n n
Onf(X1y.nnyXy) = Zaanj+Zainxi
j=1 i=1
Ainsi, un point critique (xy,...,x,) vérifie :
n n
Zaljxj—i—Zailxi =0
j=1 i=1

n n
Z azjxj+ Za,-zx,- =0
j=1 i=1

n n
Z anjxj—i—Zamxi =0
j=1 i=1

Cela s’écrit : AX +ATX = 0. ou encore : 2AX =0
Calcul du gradient méthode 2 : Considérons un X quelconque, un H petit et calculons :

fX+H)=X+H)"AX +H)
=XTAX +H"AX +X"AH + H' AH
=XTAX +HTAX + HTATX + HTAH car XT AH est un réel
=X"AX +(H-(AX+A"X))+H"AH

Il reste a démontrer que :

H'AH = o (H)

H—0

Une fois cela fait, on a :

f(X+H)=X"AX++ (H-AX+A"X)+ o (H)

H—0
=f(X)+dfx(H)+ o (H)
H—0

Ce qui permet d’assurer que :

dfx(H) =(Vf(X)-H)

=(H-AX+A"X)
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et donc :
Vf(X)=AX +ATX =2AX
Pour démontrer :

H'AH = o (H)
H—0

il y a plusieurs méthodes, la plus simple consiste a écrire :
(X,Y) — XTAY
est bilinéaire donc :
IR, [XTAY| <K|X][Y]
et donc :
H"AH| < k|H|P
une autre méthode consiste a écrire que :
[HTAH| =|(H -AH)|
<||H|||AH|| par Cauchy-Schwartz

on continue alors en utilisant la continuité de H — AH (on peut méme alors obtenir : [|[AH|| < |||Al||||H|))-
Fin de la question : Les points critiques sont donc les X € ker (A). Il n’y a donc que les éléments de Ey(A)
. Soit X € ker(A), on a alors f(X) = 0 et pour H petit :

fX+H)— f(X) =X +H)AX +H)
=X"AX + (H-(AX +A"X)) + H"AH
=H"AH
On écrit alors A = PT DP avec D diagonale et i coefficients positifs (puisque c’est les valeurs propres). On a :
f(X +H)=H"P"DPH = (PH - DPH)
Il reste a vérifier que cette quantité est positive. Considérons un vecteur X quelconque, on a :

(X,DX) =Y Aix; 20
1

avec D = diag(Ay,...,Ay).
Donc f(X +H) > 0 et donc f est minimale en X.

% Exemple de résolution d’équations aux dérivées partielles

Exercice 22

Un résultat a savoir démontrer et & connaitre : Soit f une fonction de classe ¢! sur un ouvert U de R?, produit

cartésien de deux intervalles de R.

On suppose :

0
V(o) €U, 2 (x,3) =0

Montrer alors qu’il existe une fonction C réelle de la variable réelle de classe %', telle que :

Y(x,y) €U, f(x,y) =C(y)

Ce résultat sert a résoudre des équations aux dérivées partielles, dont I’inconnue est une fonction et qui fait apparaitre

la fonction et ses dérivées partielles.

Voici quelques exemples :
1. (a) Soit f une fonction de R> — R qui vérifie :

0 0
V(x,y) € R?, ?i”(x’y) +2ajyc(x7y) =x
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On pose :
Fo(uw) = fu,v+2u)

Dériver f par rapport 4 u et v.
(b) En déduire qu’il existe une fonction C : R — R telle que :

2
V(x,y) €R?, f(x,y) = % +C(=2x+y)

Indication : vérifier que :

V(x,y) € R?, f(x,y) = f(x,—2x+)

(c) Conclure sur I’ensemble des fonctions qui vérifient la relation.
2. (a) On considere U = {(x, y) € R? ‘x > 0} et f une fonction de classe ¢! telle que :

J d
Vxy) €U, —yafi(x,y) +xa]yc(x,y) =2 +y?

On pose alors :

%
—  f(pcosB,psinB)

Dériver f par rapporta p et 6.
(b) En déduire qu’il existe une fonction C : R — R telle que :

I (x,y) — \/x?+y*arctan <§> +C (\/xz—i—yz)

(c) Conclure sur I’ensemble des fonctions qui vérifient la relation.

Correction : Fixons xo € I et (x,y) € U. On va montrer que : f(x,y) = f(xo0,y).
Pour cela, on considere 1’application partielle par rapport a la deuxiéme variable :

I — R
fz:{t — f(t,y)

Cette fonction réelle de la variable réelle vérifie

Viel, f5(t) = gf(t,y) =0 ce qui s’écrit £ =0
x

Sa dérivée est donc nulle sur un intervalle, elle est donc constante sur ’intervalle 1. Ainsi : f(x,y) = f(xo,y). Comme (x,y)
sont quelconques, on en déduit :

V(x,y) €U, f(x,y) = o(y) ol ¢ : y+— f(x0,y)-

1. On aalors : pour (u,v) € R?:

af 0 0
a—i:(u,v) :a—i(u,v—i-Zu) —i-Za—{(u,v—i-Zu)
=X avec les anciennes variables
=u avec les nouvelles variables
ainsi :
57
a—f: (u,v) =u

il existe C de classe ! vérifiant :

Y(u,v) € R?, Fflu,v) = uzz—i-C(u)
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ce qui donne :

2
V(ry) €R2, fxy) = Flr,—2x+y) = 5 +C(~2x+y)

. onnote V =]0,+eo[x | -5 Z|.
) €

On a pour (p, V:
af _of : . of .
%(p,e)—coseg(pcose,psme)—i—smea—y(pcose,psme)
of

_ . Of : af .
%(p,e) ——psmea(pcose,psm@)—i—pcos@a—y(pcos@,psme)

L’ équation différentielle vérifiée par f indique que :

af B
V(p,Q)GV, %(p’e)_p

Ainsi :
V(p,0) €V, f(p,0)=p6+C(p)

ot C : RT™ — R est une fonction de classe €.
En revenant aux anciennes variables, on obtient 1’écriture de f :

f:(x,y) —> v/x*+y*arctan (%) +C (m)
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Probleme de recollement

Pelletier Sylvain

Considérons I’équation :

(E):  a(x)y +Bx)y=7r(),

avec o, B3 et y des fonctions définies et continues sur I a valeurs réelles.
Une solution de cette équation est une fonction y : I — R dérivable sur / et telle que :

Vxel, a(x)y(x)+Bx)yx)=r).

Contrairement au cours, CETTE EQUATION N’EST PAS RESOLUE.

PSI, LMSC

Si la fonction ¢ s’annule sur /, on ne peut pas diviser et retrouver la forme du cours. En pratique, on découpe I’intervalle
I en deux (ou plus) intervalles out & ne s’annule pas, notés I et I,. On résout I’équation différentielle sur /; et I.

On essaie ensuite de raccorder les solutions en cherchant une solution sur / entier. Généralement, ON PASSe pPAr une
analyse/synthése : on suppose qu’une solution existe sur / entier, on connait alors sa forme sur I; et I, et on regarde si

on peut choisir les parameétres pour obtenir une solution sur / entier.
Soit I’équation différentielle
(E): 30/ (x)—4y(x) =x
On sait résoudre (E) sur R*_ et sur R* mais aucun résultat du cours ne s’applique a la résolution sur R.

#* Résolution sur R’
Sur R¥, (E) s’écrit aussi

4 1

(E,RY) Yy (x) = =3

Une primitive de x — —% sur RY estx —> —% In(x)
On peut donc appliquer le cours, qui donne I’ensemble des solutions homogenes :

R} - R
R =Y xr—>kx% AeR
y: { Ri—R est solution particuliere de (E,R?.).

X —X
AER}

p ) Bien écrire que les fonctions considérées ici sont définies sur R,

On remarque que

D’ou I’ensemble des solutions :

o R% — R
R =AY 4
(E}RS x> Ax3 —x

# Résolution sur R*
Sur R* , mémes raisonnements.
Une primitive de x — —3- sur R* estx+— —3In(—x)

On trouve :
R* - R
LE)R = 4 peR
x—= u(—x)3 —x

I La résolution sur le deuxieme ensemble ne demande généralement pas de calculs mais attention aux signes.
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% Existence de solutions sur R
Analyse
On suppose I’existence d’une telle solution f solution sur R.
La fonction f (ou plus exactement sa restriction a R, ) est en particulier solution sur R’ . Donc on a :

4
JAER, Vx>0, f(x) =Ax3 —x

De méme,

IEN

3.“ GR? Vx < O,f()() :‘U(—X)

—X

On cherche la valeur de f(0) et les conditions éventuelles sur A et i, pour que f soit continue et dérivable en 0 et vérifie
I’équation en ce point.

Comme 1(i)1+n f(x) =0, et que la fonction f doit étre continue en 0, ona: f(0) = 0.

Regardons maintenant si elle est dérivable en O.
On va regarder la limite & gauche et a droite du taux d’accroissement :

i T0)=F(0)

1
=lim Ax3 —1=-1 dérivée a droite

x—07F X — x—07F
— f(0 1
de méme : lim fx) =10 =lim —pu(—x)3 —1=-1 dérivée a gauche
x—0~ x—0 x—0~
Ainsi, on constate donc que la fonction est dérivable en 0 quelque soit le choix de A et de p avec f/(0) = —1.

Enfin, on sait déja que la restriction de la fonction f a2 R** et R™* est solution de I’équation (E). Ainsi :

Vx#0, 3xf'(x)—4f(x)=x
Pourx=0,o0na:

3x0x f(0)—4£(0)=0.
g

La relation est donc bien vérifiée en 0.

Synthése
Soit A et i deux réels quelconque.
Considérons la fonction :

R—R

Ax3 —x pour x > 0

x—<0 six=0
4
H(—x)3 —x pourx <0

f

La fonction f est continue a gauche et a droite en 0, donc continue en 0. Elle est continue ailleurs, donc continue sur R.
Elle est dérivable en O et sur R d’apres le calcul fait dans 1’analyse.
La relation différentielle est vérifiée en tout point de R* et en O (calcul fait dans 1’analyse). On a donc :

VxeR, 3xf (x)—4f(x)=x
La relation est ainsi vérifiée partout. Au total, f est solution de (E) sur R.

% Conclusion

R—R
4
o Ax3 —x pour x > 0 Iy 2
®r Ny rn o Gix—0 (A,u) €
4
u(—x)3 —x pourx <0
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Toutes les solutions vérifient f(0) =0, il n’y a pas d’unicité au probleéme de Cauchy.

4 Un deuxiéme exemple
On veut résoudre :

(E) tn'+y=1

cette équation (E) est valable sur R. On cherche donc a priori des fonctions solutions y définies sur R.

Pour retrouver la forme classique du cours, on doit diviser par ¢ et donc découper I'intervalle en deux parties : R™* et R™*.
On a alors deux équations :

1
(Ey) Y+ = sur R**

sur R™*.

~ | =] =

1
et (B2) '+ Y=

Pour résoudre (E}), on procede classiquement en résolvant (H) :

1
(H) y’+;y:05ur R

On trouve (puisqu’on est sur la partie > 0) :

R :{y 1> 00 Le M0

)LGR}

={y:t>0»—>l%‘l€R}

Pour trouver une solution particuliere, on utilise la méthode de variation de la constante, qui donne ici :

Y+ =20 =

Ainsi, A'(f) = 1 et A(r) = ¢. On obtient donc une solution : yo :  — 1 (ce qui aurait pu étre trouvé directement).
D’ol ’ensemble des solutions de (E)) :

ylz{y:t>0'—>l+);’/l GR}

Pour (E;) on proceéde de méme. L’équation (H) s’écrit de la méme maniere, mais cette fois-ci la primitive de 7 — —
estr — In(—t) (puisque t < 0).

Cela donne :

SH :{y 1 <0 Ae ()

AGR}
Z{y:t<0H_t)L‘l€R}

:{y:t<0H/}‘k ER}

En effet, ces deux derniers ensembles de solutions sont les mémes lorsque A décrit R.

R Souvent, comme ici, on trouve la méme écriture de 1’ensemble des solutions (a justifier soigneusement).

On cherche alors une solution particuliere sous la méme forme que précédemment et les calculs sont exactement les
mémes pour obtenir : y — 1 est solution particuliere (on peut aussi tester directement cette solution).
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Ainsi, I’ensemble des solutions de (E>) :
A
Yzz{y:t<01—> 1+7’k GR}

Notre probleme est de trouver les solutions de (E) sur R.
Analyse : On considere alors y une solution de (E) sur R. On a alors :

Vi eR, 1y (1) +y(t) = 1.
Ainsi, la fonction :

R+* R . _ . X
Vi { - ie la restriction de la fonction y 2 R™
to= ()

est solution de (E7). On en déduit donc qu’il existe A; tel que :

A
vt >0, y(t):1+71.

En procédant de méme sur I’autre intervalle, on obtient au final :

1+% sit>0

J(A1,A) € RZ W £0, y(1) =
(M, 42) #0, y(1) {14_);2 i <0

11 faut alors trouver les valeurs de (41, 4;) qui permettent d’assurer que y est continue et dérivable en O et vérifie (E) en 0.

Si A # 0, alors la fonction y n’est pas continue en 0, puisque dans ce cas lim,_,+ = F-e0. On en déduit qu’il est nécessaire
que A; soit nul. De méme, il est nécessaire que A, est nul.

Ainsi, la seule solution candidate a (E) est la fonction y : 7 +— 1.

Synthese : Il reste a vérifier que cette fonction est bien solution.

On constate que cette fonction est dérivable et que :

Vi e Rty (1) +y(t) =t x0+1=1.

Ainsi, I’équation est vérifiée en tout point.
Au final il y a une unique solution :

Y:{y:tb—>l}.

Exercice 1

x —
—x 1-x
2. Rechercher les solutions sur R de (1 —x)y’ —xy = xe ™.

1. Résoudre y — e sur]—oo, 1] et sur |1, +oo].

Correction : Sur ] — o, 1[ Une primitive de

est:
x—x+1In(1 —x).
Ainsi, I’ensemble des solutions homogenes est les fonctions de la forme :

e*X

x— A AeR

1—x

On cherche une solution avec la variation de la constante :

e
Y(x) =A ()
frn arp € x e
r X e’
e G R
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Ainsi, on obtient :

2
A(x)=xetA(x) = 5

. . N . 2 ,—x , .
Une solution particulicre est ainsi : x — % {—.. L’ensemble des solutions est donc :

2 —X
Y:{y:x»—><x+l> ¢ AER}
2 1—x

Sur |1, 4-eo[ Une primitive de

X _lx estx —x+In(x—1).

—X
Ainsi, I’ensemble des solutions homogenes est les fonctions de la forme :

e—x

AeR
x—1

x—= A

On obtient le méme ensemble de solutions. On a la méme solution particuliere et donc le méme ensemble de solutions.
On cherche les solutions sur R. Soit y solution sur R, on a alors :

—X

2 .
) B (74—%1)1_)6 six>1
3(117%2) eR s y(x) - ) P
(5+%) 71— six<1

SiA # —%, alors lin} f(x) = %oo, ainsi, la seule solution candidate est :
x—

2 1\ e* 1
T - __ De™>
x»—><2 2)1—x 2(x+ )e

Synthése, on considere la fonction y — — % (x+ 1)e™*. Elle est dérivable sur R, avec :

1
y’(x):—i(l—x—l)e*x:%e*x
On constate :
X
YxeR, y(x)— = -
xER, Y () = —yx) = e
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Notions sur les fonctions convexes

Pelletier Sylvain PSI, LMSC

Pour illustrer le théoreme des accroissements finis on démontre ici quelques propriétés des fonctions convexes. Un seul
résultat est au programme : une fonction convexe est au-dessus de ses tangentes.

Définition VI.3 On dit que la fonction f est CONveXxe sur un intervalle 7, si :
Ainsi, la courbe représentative d’une fonction convexe est en dessous de toutes ses cordes.

Définition V1.4 On dit que la fonction f est CONCAVe sur un intervalle 7, si :
V(x,y) €2, VA €[0,1], f(Ax+(1=A)y) 2 Af(x)+(1=A)f0).

Ainsi, la courbe représentative d’une fonction concave est au dessus de toutes ses cordes.
* On voit que f est concave si et seulement si — f est convexe.
* La notion de convexité n’est utile que si f est définie sur un intervalle : il faut que (Ax+ (1 —A)y) soit élément de
I’ensemble de définition de f.
* Dans la définition, on peut toujours supposer que x < y, et méme x < y.

= Exemple VI.1  une fonction affine est convexe et concave,
o x—x%est convexe,
* In est concave, alors que €* est convexe.

% Lien avec la dérivée
Dans le cas ou f est dérivable, la dérivée est alors croissante.

Proposition VI.3 Soit f dérivable sur un intervalle /. On a alors :
fest convexe sur I <= f’est croissant sur /

Démonstration. On suppose f convexe et soit x < y deux éléments de I. On va comparer f'(x) et f'(y) au taux de

f(y)—f(X).Onal

variation entre x et y, i.e. a :

y—x
/ e T f(Z)—f(X)_ . f(lx"i_(l_l)y)_f(x)
f(x)_fd(x)_zlggz—ix_ﬁg& Ax+(1—=A)y—x

Enposantz=Ax+ (1 —A)y, i.e. A = =)
xX=y
On a puisque f est convexe :

fOx+(1=Ay)—f(x) _fAx+(1=A)y) - fx)
Ax+(1—A)y—x (1-2A)(y—x)
A A=) - )
b (I=2)(y—x)

(1= (fO) =)

(I=2)(y—x)
1)~ £
y—x
ainsi, f(x) < f(y))):)]:( ).Tandis que :
@)= fy) JAx+(1=2A)y) - f(y)

m
=y~ 2=y A1 Ax+(1—A)y—y
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On a puisque f est convexe :

fAx+(1=A)y) = fO) _f(Ax+(1=A)y) = F(¥)

Ax+(1-A)y—y A(x—y)
Afx)+ (1 =2)f(y) - f(y)

- Alx—y)

() - )
A(x—y)

@ -fO)
xX—=y

Ainsi,
f/(x) < f(y)))_)f:(x) éf’(y).

Ce qui prouve que f’ est une fonction croissante.

Supposons f’ croissante soit x,y € I, et A € [0, 1]. La propriété est évidente pour A =0 et A = 1, on suppose donc
A €]0,1[. De méme le cas x = y n’est pas intéressant, on suppose donc x < y.

Soit z=Ax+ (1 —A)y. On a d’apres le théoreme des accroissements finis :

e €lx,zf, f(2) =f(x)+ f'(c)(z—x) = f(x) + f () (1= 2)(y —x)

3d €lz,y, f(2) =fO)+f (d)(z—y) = fO) = f(d)A(y—x)
f" est croissante, donc on a f'(¢) < f'(d), donc en faisant A/; + (1 — 1)/,.

f@)=Af(x)+(1=2)f(y)+A(1=A)(y—x) [f'(c) - f'(d)]

<0
SAf(x)+(1=2)f(y)
Et donc f est convexe. |

% Cas d’une fonction deux fois dérivable

Proposition V1.4 Soit f deux fois dérivable sur un intervalle 1. Alors f convexe si et seulement si f” > 0 sur /.
De la méme maniére f est concave si et seulement si f” < 0 sur /.

Démonstration. Puisque f est deux fois dérivable, f est croissant si et seulement si f” > 0. [ |

# Position de la courbe par rapport d la tangente
Une autre maniére de voir : si f est une fonction convexe la courbe représentative 4 est au dessus de la tangente :

Proposition VI.5 Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle /. Alors f est convexe, si et seulement si :

V(a,x) €, f(x) > f(a)+ (x—a)f'(a)
i.e. f est au-dessus de sa tangente en a pour tout a.

Démonstration. Supposons f convexe et soit x et a éléments de /.
On sait que f” est croissant, et on sait que 3¢ €a,x[, ou |x,a[ f(x) = f(a)+ f'(c)(x — a).
Si x > a, on peut alors majorer f’(c) par f'(a) (car f’ est croissant), comme (x —a) > 0, on obtient :

f@x) = fla)+ (x—a)f'(a).

Sia>xonaalors f'(c) < f'(a) et (x —a) <0, et donc on obtient de nouveau : f(x) > f(a)+ (x—a)f'(a).
Soit x et y éléments de /1, avec x < y on va démontrer que f'(x) < f'(y), i.e. la croissance de f’.

Ona: £(5) > S0) + =) 170) done: 710 > L0 et 137 400) -0 760 done () < LD,
D’ou
7 < L2 <y
|
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# Conclusion
Ainsi, pour une fonction f dérivable sur / et sa courbe représentative €, est équivalent :
(1) f convexe,
(2) % esten dessous de ces cordes,
(3) € est au dessus de ses tangentes,
(4) f’ est croissant,
(5) f" est positive (si deux fois dérivable).

Autre maniére de voir : si f est €2, on peut appliquer Taylor-Lagrange a I’ordre 2. On obtient alors :

Vael, Vxel, 3Icel, f(x) :f(a)+(X—a)f’(a)+(x—a)Zf”Z(C).

Donc si f” est positive, on est siir que (x —a)?f”(c) = 0 et donc : f(x) > f(a) + (x —a) f'(a). On retrouve le fait que si
f" >0, € est au-dessus de ses tangentes.

Comme application de la convexité il y a les approximations que I’on peut obtenir en comparant la courbe a ses tangentes
et/ou a ses cordes.

Exercice 1 Etudier la concavité de la fonction sinus sur [0, 7], et en déduire que :
717] 2

Vx € [0,— —x <sinx < x.
2l &

On a aussi la définition :

Définition VI.5 Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur I’intervalle 7, et @ un élément de I, qui n’est pas une
extrémité de 1. On dit que le point (a, f(a)) est un point d’inflexion de la courbe représentative de f si f” s’annule et
change de signe en a.

L’intérét est qu’avant a, la fonction est convexe tandis qu’apres elle est concave. Donc la courbe € traverse sa tangente
au point a.
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